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РЕКУРРЕНТНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ПЕРВООБРАЗНЫХ ЯДЕР
1-СИММЕТРИЧНЫХМНОГОМЕРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

© 2025. В.П. Заставный

В работе получена новая рекуррентная формула для ядер, образующих класс положительно опреде-
ленных функций, зависящих от 𝑙1-нормы. Доказано, что эти ядра продолжаются с положительной полуоси
на всю комплексную плоскость до целой функции экспоненциального типа 1.

Ключевые слова: положительно определенная функция, функция Бесселя.

§ 1. Формулировка основного результата. История вопроса. Объектом исследо-
вания данной работы является последовательность функций 𝜔𝑛 : [0,+∞) → R, 𝑛 ∈ N,
которые впервые появились в 1983 в работеCambanis, Keener, Simons [1] в связи с описани-
ем множества 1-симметричных многомерных характеристических функций. Эти функции
при 𝑡 ≥ 0 определяются следующим образом: 𝜔𝑛(0) = 1, 𝜔1(𝑡) = cos 𝑡 =

√︀
𝜋
2
𝑗− 1

2
(𝑡) и

𝜔𝑛(𝑡) =
2𝑛/2 Γ2

(︀
𝑛
2

)︀
√
𝜋 Γ
(︀
𝑛−1
2

)︀ ∫︁ +∞

1

𝑗𝑛
2
−1(𝑡𝑢)𝑢

−𝑛+1(𝑢2 − 1)(𝑛−3)/2 𝑑𝑢, 𝑛 ≥ 2. (1)

В частности

𝜔2(𝑡) =
2

𝜋

∫︁ +∞

1

𝑗0(𝑡𝑢)
𝑑𝑢

𝑢
√
𝑢2 − 1

=
2

𝜋

∫︁ +∞

𝑡

sin𝑢

𝑢
𝑑𝑢 = − 2

𝜋
si 𝑡,

𝜔3(𝑡) =

√︂
𝜋

2

∫︁ +∞

1

𝑗 1
2
(𝑡𝑢)𝑢−2 𝑑𝑢 =

∫︁ +∞

1

sin(𝑡𝑢)

𝑡𝑢3
𝑑𝑢 =

1

2

(︂
sin 𝑡

𝑡
+ cos 𝑡− 𝑡

∫︁ +∞

𝑡

sin𝑢

𝑢
𝑑𝑢

)︂
.

Здесь

𝑗𝜆(𝑥) :=
𝐽𝜆(𝑥)

𝑥𝜆
=

1

2𝜆

∞∑︁
𝑘=0

1

Γ(𝑘 + 𝜆+ 1)
·

(︁
−𝑥2

4

)︁𝑘
𝑘!

, 𝑥 ∈ C , 𝜆 ∈ C , (2)

а 𝐽𝜆 – функция Бесселя первого рода (см. [2, § 3.1]).
В [3, Теорема 4.2] с помощью операторов дробного дифференцирования и интегри-

рования получена формула 𝜔𝑛+1(𝑡) = 𝛿𝑛𝑊
𝑛/2,1/2
2 𝐼

(𝑛−2)/2,1/2
2 𝜔𝑛(𝑡), 𝑛 ≥ 2.

В следующей теореме получена ещё одна рекуррентная формула для ядер 𝜔𝑛.
Теорема 1. Для любых 𝑛 ∈ N справедливы равенства

𝛾𝑛𝜔𝑛(𝑡) = 𝑡 𝜔𝑛+1(𝑡) + 𝑛

∫︁ +∞

𝑡

𝜔𝑛+1(𝑢) 𝑑𝑢, 𝑡 ≥ 0; 𝛾𝑛 =
2Γ2

(︀
𝑛+1
2

)︀
Γ2
(︀
𝑛
2

)︀ , (3)

𝜔𝑛+1(𝑡) = −𝛾𝑛 𝑡𝑛−1

∫︁ +∞

𝑡

𝜔′
𝑛(𝑢)

𝑢𝑛
𝑑𝑢 = 𝑛𝛾𝑛

∫︁ +∞

1

𝜔𝑛(𝑡)− 𝜔𝑛(𝑡𝑠)

𝑡

𝑑𝑠

𝑠𝑛+1
, 𝑡 > 0. (4)

Кроме того, 𝛾𝑛𝜔′
𝑛(0) = 1− 𝑛.

Исследование проводилось по теме государственного задания № 124012400352-6
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Функция 𝑓 : R𝑛 → C, 𝑛 ∈ N, называется положительно определённой на R𝑛 (𝑓 ∈
Φ(R𝑛)), если при любом 𝑚 ∈ N, для любых точек 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 из R𝑛 и для любой системы
комплексных чисел 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚 выполняется неравенство

𝑚∑︁
𝑘,𝑗=1

𝑐𝑘𝑐𝑗𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗) ≥ 0 .

СимволомΦ(𝑙𝑛𝑝 ), 0 < 𝑝 ≤ ∞, обозначим класс всех непрерывных функций 𝑓 : [0,+∞) →
R таких, что функция 𝑓(‖𝑥‖𝑝) ∈ Φ(R𝑛), где

‖𝑥‖𝑝 :=

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝑥𝑘|𝑝
)︃ 1

𝑝

, 0 < 𝑝 <∞, ‖𝑥‖∞ := max
1≤𝑘≤𝑛

|𝑥𝑘|, 𝑝 = ∞.

Функции из класса Φ(𝑙𝑛𝑝 ), равные в нуле 1, совпадают со множеством 𝑝-симметричных 𝑛-
мерных характеристическихфункций. При𝑛 = 1 классыΦ(𝑙1𝑝) совпадают. При 2 < 𝑝 ≤ ∞,
𝑛 ≥ 3, классы Φ(𝑙𝑛𝑝 ) состоят только из неотрицательных констант (см. [4, 5], а при 𝑝 = ∞
см. также [6]). В остальных случаях полное описание классов Φ(𝑙𝑛𝑝 ), 𝑛 ∈ N, известно
только при 𝑝 = 2 (см. [7]) и 𝑝 = 1 (см. [1,8]), а также при 𝑝 = ∞, 𝑛 = 2, т.к. Φ(𝑙2∞) = Φ(𝑙21)
( [9], см. также [10, Лемма 2]).

Символом 𝑃+ будем обозначать множество всех конечных неотрицательных боре-
левских мер на [0,+∞).

Теорема A ((Шёнберг (1938) [7, Теорема 1])). Для любого 𝑛 ∈ N справедливо ра-
венство

Φ𝑛 := Φ (𝑙𝑛2 ) =

{︂
𝑓(𝑡) =

∫︁ +∞

0

𝑗𝑛
2
−1(𝑡𝑠) 𝑑𝜇(𝑠), 𝜇 ∈ 𝑃+

}︂
.

Аналог теоремы Шенберга для класса Φ(𝑙𝑛1 ) получен в 1983 в работе Cambanis,
Keener, Simons [1] и независимо в 1997 в работе Berens, Xu [8]:

Теорема B ((Cambanis, Keener, Simons [1])). Для любого 𝑛 ∈ N справедливо равен-
ство

Φ (𝑙𝑛1 ) =

{︂
𝑓(𝑡) =

∫︁ +∞

0

𝜔𝑛(𝑡𝑠) 𝑑𝜇(𝑠), 𝜇 ∈ 𝑃+

}︂
. (5)

Из теорем A и B следует, что 𝜔𝑛 ∈ Φ(𝑙𝑛1 ) ⊂ Φ𝑛, 𝑛 ∈ N.
В работе [8] представление (5) получено с ядром 𝑚𝑛(𝑡), для которого имеет место

рекуррентная формула (см. [8, Лемма 4.2])

𝑚𝑛+2(𝑡) = 𝑡𝑛
∫︁ +∞

𝑡

(︂∫︁ 𝑢

0

𝜏𝑛𝑚𝑛(𝜏)
𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑𝑢

𝑢2𝑛+1
, 𝑛 ∈ N,

𝑚1(𝑡) =
1

2𝜋
cos 𝑡, 𝑚2(𝑡) =

1

2𝜋

∫︁ +∞

𝑡

sin𝑢

𝑢
𝑑𝑢 .

(6)

Из (6) следует, что

𝑚𝑛+2(𝑡) =

∫︁ +∞

1

1

𝑦𝑛

(︂∫︁ 1

0

𝑠𝑛𝑚𝑛(𝑡𝑦𝑠)
𝑑𝑠

𝑠

)︂
𝑑𝑦

𝑦
, 𝑡 ≥ 0, 𝑚𝑛+2(0) =

𝑚𝑛(0)

𝑛2
, 𝑛 ∈ N. (7)

Учитывая равенства𝑚1(0) = 1/(2𝜋) и𝑚2(0) = 1/4, не сложно показать, что

𝑚𝑛(0) =
1

2𝑛Γ2
(︀
𝑛
2

)︀ , 𝑛 ∈ N.
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Отметим, что (см. [8, Лемма 4.4]) для 𝑛 ∈ N имеет место асиптотика

2𝜋𝑚𝑛(𝑡) =
cos 𝑡

𝑡𝑛−1
+
𝑛(𝑛− 1)

2
· sin 𝑡
𝑡𝑛

+𝑂(𝑡−1−𝑛) = 𝑂(𝑡1−𝑛), 𝑡→ +∞. (8)

Из (6) и (8) следует, что

𝑡𝑚′
𝑛+2(𝑡) = 𝑛𝑚𝑛+2(𝑡)−

1

𝑡𝑛

∫︁ 𝑡

0

𝜏𝑛−1𝑚𝑛(𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑂(𝑡−𝑛), 𝑡→ +∞, 𝑛 ∈ N. (9)

§ 2. Доказательство равенства 𝑚𝑛(𝑡) = 𝑚𝑛(0)𝜔𝑛(𝑡). В работе [11, § 2] отмечено,
что𝑚𝑛(𝑡) = 𝑚𝑛(0)𝜔𝑛(𝑡). Приведем непосредственное доказательство этого равенства.

В 1998 Гнайтинг [12, Теорема 2.1] установил замечательную связь между ядрами
для классов Φ(𝑙𝑛1 ) и Φ2𝑛−1 (этот результат другим методом был получен в [11]):

𝜔𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛𝐼
𝑛−1𝑗𝑛− 3

2
(𝑡), 𝑐𝑛 =

2𝑛−
3
2 Γ2

(︀
𝑛
2

)︀
√
𝜋

, 𝑛 ∈ N,

𝜔(𝑛−1)
𝑛 (𝑡) = (−1)𝑛−1𝑐𝑛𝑗𝑛− 3

2
(𝑡), где 𝐼𝑓(𝑡) :=

∫︁ +∞

𝑡

𝑓(𝑢) 𝑑𝑢, 𝑡 ≥ 0.

(10)

Учитывая равенство 𝑗′𝜈(𝑡) = −𝑡𝑗𝜈+1(𝑡), из (10) для произвольных 𝑛 ∈ N и 𝑡 ≥ 0
получаем следующие два равенства

𝜔(𝑛)
𝑛 (𝑡) = (−1)𝑛−1𝑐𝑛𝑗

′
𝑛− 3

2
(𝑡) = (−1)𝑛𝑐𝑛𝑡𝑗𝑛− 1

2
(𝑡),

𝑡𝜔
(𝑛)
𝑛+1(𝑡) = (−1)𝑛𝑐𝑛+1𝑡𝑗𝑛− 1

2
(𝑡) = 𝛾𝑛𝜔

(𝑛)
𝑛 (𝑡), 𝛾𝑛 =

𝑐𝑛+1

𝑐𝑛
=

2Γ2
(︀
𝑛+1
2

)︀
Γ2
(︀
𝑛
2

)︀ .
(11)

Тогда при любых 𝑛 ∈ N и 𝑡 ≥ 0 для производной 𝑛-го порядка выполняется равенство(︀
𝑛2𝜔𝑛(𝑡)− 𝑛2𝜔𝑛+2(𝑡) + 𝑡𝜔′

𝑛+2(𝑡) + 𝑡2𝜔′′
𝑛+2(𝑡)

)︀(𝑛)
=

𝑛2𝜔(𝑛)
𝑛 (𝑡) + (2𝑛+ 1)𝑡𝜔

(𝑛+1)
𝑛+2 (𝑡) + 𝑡2𝜔

(𝑛+2)
𝑛+2 (𝑡) =

(−1)𝑛𝑐𝑛𝑛
2𝑡𝑗𝑛− 1

2
(𝑡) + (2𝑛+ 1)(−1)𝑛+1𝑐𝑛+2𝑡𝑗𝑛+ 1

2
(𝑡) + 𝑡2(−1)𝑛𝑐𝑛+2𝑡𝑗𝑛+ 3

2
(𝑡).

Учитывая равенства 𝑐𝑛+2 = 𝑛2𝑐𝑛 и 𝑗𝜈−1(𝑡) + 𝑡2𝑗𝜈+1(𝑡) = 2𝜈𝑗𝜈(𝑡), получаем тождество(︀
𝑛2𝜔𝑛(𝑡)− 𝑛2𝜔𝑛+2(𝑡) + 𝑡𝜔′

𝑛+2(𝑡) + 𝑡2𝜔′′
𝑛+2(𝑡)

)︀(𝑛)
= 0, 𝑛 ∈ N, 𝑡 ≥ 0. (12)

Докажем, что из (12) следует равенство

𝑛2𝜔𝑛(𝑡)− 𝑛2𝜔𝑛+2(𝑡) + 𝑡𝜔′
𝑛+2(𝑡) + 𝑡2𝜔′′

𝑛+2(𝑡) = 0, 𝑛 ∈ N, 𝑡 ≥ 0. (13)

Для этого нам понадобятся грубые асимптотики для функции 𝜔𝑛 и её производных.
Дляфункций Бесселя при любом 𝜆 ∈ C известна следующая асимптотика [2, § 7.21] :

𝐽𝜆(𝑥) =

√︂
2

𝜋𝑥

(︂
cos

(︂
𝑥− (2𝜆+ 1)𝜋

4

)︂
+𝑂

(︂
1

𝑥

)︂)︂
, 𝑥→ +∞ .

Из асимптотики для 𝐽𝜆 на вещественной оси следует, что при любом 𝜆 ∈ C существует
константа 𝑐𝜆 > 0 такая, что

|𝑗𝜆(𝑥)| ≤
𝑐𝜆

(1 + |𝑥|)Re𝜆+ 1
2

, 𝑥 ∈ R. (14)
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Из неравенства (14) и равенства (1) сразу получается следующее неравенство

|𝜔𝑛(𝑡)| ≤
𝑐𝑛

2
−1

𝑗𝑛
2
−1(0)

· 1

(1 + 𝑡)
𝑛−1
2

, 𝑡 ≥ 0, 𝑛 ∈ N.

Используя равенство 𝑗 ′
𝜈(𝑥) = −𝑥𝑗𝜈+1(𝑥), получаем при 𝑛 ≥ 2 и 𝑡 > 0 равенство

𝜔′
𝑛(𝑡) = −

2𝑛/2 Γ2
(︀
𝑛
2

)︀
√
𝜋 Γ
(︀
𝑛−1
2

)︀ ∫︁ +∞

1

𝑡𝑗𝑛
2
(𝑡𝑢)𝑢−𝑛+3(𝑢2 − 1)(𝑛−3)/2 𝑑𝑢 = 𝑂

(︂
1

𝑡
𝑛−1
2

)︂
, 𝑡→ +∞.

Аналогично при 𝑛 ≥ 4 и 𝑡 > 0 получаем равенство и асимптотику при 𝑡→ +∞

𝑡𝜔′′
𝑛(𝑡)− 𝜔′

𝑛(𝑡)

𝑡2
=

2𝑛/2 Γ2
(︀
𝑛
2

)︀
√
𝜋 Γ
(︀
𝑛−1
2

)︀ ∫︁ +∞

1

𝑡𝑗𝑛
2
+1(𝑡𝑢)𝑢

−𝑛+5(𝑢2 − 1)(𝑛−3)/2 𝑑𝑢 = 𝑂

(︂
1

𝑡
𝑛+1
2

)︂
.

Таким образом

𝑡2𝜔′′
𝑛(𝑡) + 𝑡𝜔′

𝑛(𝑡) = 𝑂

(︂
1

𝑡
𝑛−5
2

)︂
, 𝑡→ +∞, 𝑛 ≥ 4. (15)

При 𝑛 = 1 равенство (13) проверяется непосредственно. Если 𝑛 ≥ 2, то из (15)
следует, что левая часть в (13) есть 𝑂(

√
𝑡) при 𝑡 → +∞. С другой стороны, из (12)

следует, что левая часть в (13) является многочленом степени не выше 𝑛 − 1. Поэтому
этот многочлен есть константа, которая равна нулю, так как левая часть в (13) при 𝑡 = 0
обращается в ноль. Равенство (13) доказано.

Из (13) следует, что 𝑛2𝑡𝑛−1𝜔𝑛(𝑡) =
(︀
𝑛𝑡𝑛𝜔𝑛+2(𝑡)− 𝑡𝑛+1𝜔′

𝑛+2(𝑡)
)︀′
, 𝑛 ∈ N, 𝑡 ≥ 0.

Поэтому

𝑛2

∫︁ 𝑢

0

𝜏𝑛−1𝜔𝑛(𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑛𝑢𝑛𝜔𝑛+2(𝑢)−𝑢𝑛+1𝜔′
𝑛+2(𝑢) = −𝑢2𝑛+1

(︀
𝑢−𝑛𝜔𝑛+2(𝑢)

)︀′
, 𝑛 ∈ N, 𝑢 > 0.

Из последнего равенства получается рекуррентная формула для 𝜔𝑛

𝜔𝑛+2(𝑡) = 𝑛2𝑡𝑛
∫︁ +∞

𝑡

(︂∫︁ 𝑢

0

𝜏𝑛 𝜔𝑛(𝜏)
𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑𝑢

𝑢2𝑛+1
, 𝑛 ∈ N, 𝑡 > 0. (16)

Тогда для функций ̃︀𝑚𝑛(𝑡) := 𝑚𝑛(0)𝜔𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ N, последнее равенство перепишется сле-
дующим образом

̃︀𝑚𝑛+2(𝑡) = 𝑡𝑛
∫︁ +∞

𝑡

(︂∫︁ 𝑢

0

𝜏𝑛 ̃︀𝑚𝑛(𝜏)
𝑑𝜏

𝜏

)︂
𝑑𝑢

𝑢2𝑛+1
, 𝑛 ∈ N, 𝑡 > 0. (17)

Здесь мы учли равенство 𝑛2𝑚𝑛+2(0) = 𝑚𝑛(0). Равенство ̃︀𝑚𝑛(𝑡) = 𝑚𝑛(𝑡) при 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2
проверяется непосредственно, а при𝑛 ≥ 3 вытекает из (17) и (6). Такимобразом, равенство
𝑚𝑛(𝑡) = 𝑚𝑛(0)𝜔𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ N, доказано. Отсюда следует, что для ядер 𝜔𝑛 справедливы
аналогичные асимптотики (8), (9).

§ 3. Доказательство теоремы 1. Из равенства (11) и формулы

(𝑡𝜔𝑛+1(𝑡))
(𝑛) = 𝑡𝜔

(𝑛)
𝑛+1(𝑡) + 𝑛𝜔

(𝑛−1)
𝑛+1 (𝑡)

следует тождество
(︀
(𝑡𝜔𝑛+1(𝑡))

′ − 𝑛𝜔𝑛+1(𝑡) − 𝛾𝑛𝜔
′
𝑛(𝑡)

)︀(𝑛−1)
= 0, которое эквивалентно

равенству (︁
𝑡𝜔′

𝑛+1(𝑡) + (1− 𝑛)𝜔𝑛+1(𝑡)− 𝛾𝑛𝜔
′
𝑛(𝑡)

)︁(𝑛−1)

= 0 . (18)
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Докажем, что из (18) следует равенство

𝑡𝜔′
𝑛+1(𝑡) + (1− 𝑛)𝜔𝑛+1(𝑡)− 𝛾𝑛𝜔

′
𝑛(𝑡) = 0, 𝑛 ∈ N, 𝑡 ≥ 0. (19)

При 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2 равенство (19) проверяется непосредственно. Если 𝑛 ≥ 3, то учитывая
равенство 𝑚𝑛(𝑡) = 𝑚𝑛(0)𝜔𝑛(𝑡) и асимптотики (8) и (9), при 𝑡 → +∞ имеем: 𝜔𝑛+1(𝑡) =
𝑂(𝑡−𝑛), 𝑡𝜔′

𝑛+1(𝑡) = 𝑂(𝑡1−𝑛) и 𝜔′
𝑛(𝑡) = 𝑂(𝑡1−𝑛). Таким образом левая часть в (19) стремится

к нулю при 𝑡 → +∞. С другой стороны, из (18) следует, что левая часть в (19) является
алгебраическим многочленом степени не выше 𝑛 − 2, который стремится к нулю при
𝑡→ +∞ и, значит этот многочлен тождественно равен нулю. Равенство (19) доказано.

Из (19) следует, что при 𝑏 > 𝑡 ≥ 0 выполняется равенство

𝛾𝑛𝜔𝑛(𝑡) = 𝑡 𝜔𝑛+1(𝑡) + 𝑛

∫︁ 𝑏

𝑡

𝜔𝑛+1(𝑢) 𝑑𝑢+ 𝛾𝑛𝜔𝑛(𝑏)− 𝑏 𝜔𝑛+1(𝑏). (20)

Учитывая равенства 𝛾𝑛 = 𝑚𝑛(0)/𝑚𝑛+1(0) и 𝑚𝑛(𝑡) = 𝑚𝑛(0)𝜔𝑛(𝑡) и асимптотику (8),
получаем, что 𝛾𝑛𝜔𝑛(𝑏)− 𝑏 𝜔𝑛+1(𝑏) = 𝑂(𝑏−𝑛) → 0 при 𝑏→ +∞. Переходя в (20) к пределу
при 𝑏→ +∞, получаем (3).

Из (19) следует, что при 𝑡 > 0 выполняется равенство
(︀
𝑡1−𝑛𝜔𝑛+1(𝑡)

)︀′
= 𝛾𝑛𝑡

−𝑛𝜔′
𝑛(𝑡).

Поэтому при 𝑏 > 𝑡 > 0 имеем:

𝑡1−𝑛𝜔𝑛+1(𝑡)− 𝑏1−𝑛𝜔𝑛+1(𝑏) = −𝛾𝑛
∫︁ 𝑏

𝑡

𝑢−𝑛𝜔′
𝑛(𝑢) 𝑑𝑢 .

Переходя к пределу при 𝑏 → +∞ и учитывая, что 𝑏1−𝑛𝜔𝑛+1(𝑏) = 𝑂(𝑏1−2𝑛) → 0 при 𝑏 →
+∞, получаем первое равенство в (4). Второе равенство очевидно. Равенство 𝛾𝑛𝜔′

𝑛(0) =
1 − 𝑛 при 𝑛 = 1 проверяется непосредственно, а при 𝑛 ≥ 2 следует из равенства (4) с
помощью предельного перехода при 𝑡→ +0. Теорема 1 доказана.

§ 4. Продолжение 𝜔𝑛 до целой функции экспоненциального типа. Из представ-
ления (2) следует, что 𝑗𝜆 является четной целой функцией. Известно [13, Lec. 1], что
порядок 𝜌 > 0 и тип 𝜎 целой функции 𝑓 можно определить по формулам

𝜌 = lim sup
𝑛→∞

𝑛 ln𝑛

ln 1
|𝑎𝑛|

, 𝜎 =
1

𝜌 𝑒
lim sup
𝑛→∞

𝑛 𝑛
√︀

|𝑎𝑛|𝜌 , где 𝑎𝑛 :=
𝑓 (𝑛)(0)

𝑛!
, 𝑛 ∈ Z+. (21)

Если 𝜌 = 1 и 0 < 𝜎 < +∞, то 𝑓 является целой функцией экспоненциального типа 𝜎.
Предложение 1. Фкнкция 𝑗𝜆 является целой функцией экспоненциального типа 1

при любом 𝜆 ∈ C.
Доказательство. Найдём порядок 𝜌 и тип 𝜎 целой функции 𝑗𝜆, используя равен-

ства (21). В нашем случае 𝑎2𝑘+1 = 0 при 𝑘 ∈ Z+ и

𝑎2𝑘 =
(−1)𝑘

2𝜆 4𝑘 Γ(𝑘 + 𝜆+ 1)Γ(𝑘 + 1)
, 𝑘 ∈ Z+.

Воспользуемся следующей формулой Стирлинга. Если 𝑠 = 𝜏 + 𝑖𝑡 = |𝑠|𝑒𝑖𝜙, где 𝜏, 𝑡 ∈ R и
𝜙 = 𝜙(𝑠) = arg 𝑠 ∈ (−𝜋, 𝜋), то [14, §1.5.1]

Γ(𝑠+ 1) =
√
2𝜋𝑠𝑠+

1
2 𝑒−𝑠𝑒𝑅(𝑠) , |𝑅(𝑠)| ≤ 1

12|𝑠| cos2 𝜙
2

,

|𝑠𝑠+
1
2 | = |𝑠|𝜏+

1
2 𝑒−𝜙(𝑠)𝑡 = |𝑠|𝜏+

1
2 𝑒−|𝜙(𝑠)| |𝑡| ,

|Γ(𝑠+ 1)| =
√
2𝜋|𝑠|𝜏+

1
2 𝑒−𝜏𝑒−|𝜙(𝑠)| |𝑡| |𝑒𝑅(𝑠)| .

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
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Если дополнительно Re 𝑠 = 𝜏 > 0, то |𝜙(𝑠)| = arctg |𝑡|
𝜏
, и, значит,

|Γ(𝑠+ 1)| =
√
2𝜋|𝑠|𝜏+

1
2 𝑒−𝜏𝑒−|𝑡| arctg |𝑡|

𝜏 |𝑒𝑅(𝑠)| , |𝑅(𝑠)| ≤ 1

6|𝑠|
, (22)

Пусть 𝜆 = 𝑢 + 𝑖𝑡, 𝑢, 𝑡 ∈ R. Тогда в нашем случае 𝑠 = 𝑘 + 𝜆, 𝜏 = 𝑘 + 𝑢. При достаточно
больших 𝑘 ∈ Z+ выполняется неравенство 𝜏 > 0. Поэтому можно воспользоваться (22).
Тогда

ln
1

|𝑎2𝑘|
= 𝑘 ln 𝑘

(︂
1 +

ln |𝑘 + 𝜆|
ln 𝑘

+ 𝑜(1)

)︂
∼ 2𝑘 ln 𝑘, 𝑘 → +∞.

Следовательно 𝜌 = 1. Используя ещё раз (22), получаем

𝑒

2𝑘 2𝑘
√︀

|𝑎2𝑘|
= 𝛼𝑘 ·

|𝑘 + 𝜆| 𝑘+𝑢
2𝑘

𝑘
1
2

∼ 𝛼𝑘, 𝑘 → +∞,

где 𝛼𝑘 → 1 при 𝑘 → +∞. Следовательно 𝜎 = 1. Таким образом функция 𝑗𝜆 имеет порядок
𝜌 = 1 и тип 𝜎 = 1. Предложение 1 доказано. □

Следствие 1. При любом 𝑛 ∈ N функция 𝜔𝑛 продолжается с полуоси [0,+∞) в
комплексную плоскость до целой функции экспоненциального типа 1.

Доказательство. При 𝑛 = 1 утверждение очевидно. Пусть 𝑛 ≥ 2. При 𝑡 ≥ 0
справедлива формулы Тейлора:

𝜔𝑛(𝑡) =
𝑛−2∑︁
𝑘=0

𝜔
(𝑘)
𝑛 (0)

𝑘!
𝑡𝑘 +

1

(𝑛− 2)!

∫︁ 𝑡

0

𝜔(𝑛−1)
𝑛 (𝑢)(𝑡− 𝑢)𝑛−2 𝑑𝑢.

Применяя формулу Гнайтинга (10), получаем:

𝜔𝑛(𝑡) =
𝑛−2∑︁
𝑘=0

𝜔
(𝑘)
𝑛 (0)

𝑘!
𝑡𝑘 +

(−1)𝑛−1𝑐𝑛
(𝑛− 2)!

∫︁ 𝑡

0

𝑗𝑛− 3
2
(𝑢)(𝑡− 𝑢)𝑛−2 𝑑𝑢, 𝑡 ≥ 0.

В этом равенстве все слагаемые являются целыми функциями. Следовательно, функция
𝜔𝑛 продолжается в комплексную плоскость до целой функции. Хорошо известно, что
при дифференцировании порядок и тип целой функции не меняются. Поэтому порядок
и тип целой функции 𝜔𝑛 совпадает с порядком и типом её производной 𝜔(𝑛−1)

𝑛 , которая
с точностью до множителя (−1)𝑛−1𝑐𝑛 ̸= 0 совпадает с целой функцией 𝑗𝑛− 3

2
, имеющей

порядок и тип равные 1. Следствие доказано. □
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A RECURRENCE FORMULA FOR THE PRIMITIVE KERNELS OF 1-SYMMETRIC
MULTIVARIATE CHARACTERISTIC FUNCTIONS

V. P. Zastavnyi

In this paper, a new recurrence formula is obtained for kernels that form a class of positive definite functions
depending on the 𝑙1-norm. It is proved that these kernels can be extended from the positive semi-axis to the complex
plane to an entire function of exponential type 1.
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