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Получен критерий 𝜀-слабой коэрцитивности в шкале анизотропных пространств Соболева 𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω),

𝑝 ∈ [1,∞], для системы минимальных дифференциальных операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 с 𝑙-квазиоднородными
главными частями, коэффициенты которых постоянны, 𝑃 𝑙

𝑗(𝑥,𝐷) = 𝑃 𝑙
𝑗(𝐷).

Ключевые слова: априорная оценка, дифференциальный оператор, 𝜀-слабая коэрцитивность, про-
странство Соболева, формула Лейбница.

§ 1. Введение.
Пусть Ω — область в R𝑛, 𝑙 := (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛, 𝑝 ∈ [1,∞]. Рассмотрим в 𝐿𝑝(Ω)

систему дифференциальных операторов вида

𝑃𝑗(𝑥,𝐷) =
∑︁

|𝛼:𝑙|⩽1

𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷
𝛼, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}, (1)

с коэффициентами 𝑎𝑗𝛼(·) ∈ 𝐿∞
loc(Ω). Здесь и в дальнейшем используются обозначения:

𝑥 := (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ Ω, 𝜉 := (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛; 𝐷 := (𝐷1, . . . , 𝐷𝑛), 𝐷𝑗 := −𝑖(𝜕/𝜕𝑥𝑗),
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}; |𝛼 : 𝑙| := 𝛼1/𝑙1+ · · ·+𝛼𝑛/𝑙𝑛, 𝛼 := (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ Z𝑛

+, 𝐷𝛼 := 𝐷𝛼1
1 . . . 𝐷𝛼𝑛

𝑛 .
Пусть также

𝑃 𝑙
𝑗(𝑥,𝐷) :=

∑︁
|𝛼:𝑙|=1

𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷
𝛼 и 𝑃 𝑙

𝑗(𝑥, 𝜉) :=
∑︁

|𝛼:𝑙|=1

𝑎𝑗𝛼(𝑥) 𝜉
𝛼

— соответственно главная часть и главный символ оператора 𝑃𝑗(𝑥,𝐷), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}.
Напомним следующие определения.
Определение 1. [1–3] Система дифференциальных операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 ви-

да (1) называется 𝑙-квазиэллиптической, если
(𝑃 𝑙

1(𝑥, 𝜉), . . . , 𝑃
𝑙
𝑁(𝑥, 𝜉)) ̸= 0, (𝑥, 𝜉) ∈ Ω× (R𝑛 ∖ {0}).

В частности, в изотропном случае, т. е. при 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑛 = 𝑙, система {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1
называется эллиптической порядка 𝑙.

Определение 2. [1, 3] Систему дифференциальных операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 ви-
да (1) называют коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева 𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω), если
справедлива априорная оценка

‖𝑓‖𝑊 𝑙
𝑝(Ω) :=

∑︁
|𝛼:𝑙|⩽1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(Ω) ⩽ 𝐶1

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(Ω) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω), (2)

в которой положительные константы 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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Хорошо известно [1, 2, 4, 5], что критерием коэрцитивности системы операторов
{𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 вида (1) в анизотропных пространствах Соболева 𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω) при 𝑝 ∈ (1,∞) и
некоторыхограниченияхна коэффициенты𝑎𝑗𝛼(·)иобластьΩ является ее 𝑙-квазиэллиптич-
ность. При 𝑝 = 1 и 𝑝 = ∞ оценка (2) для 𝑙-квазиэллиптической системы {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1
утрачивает силу, т. е. 𝑙-квазиэллиптическая система (1) является коэрцитивной в𝑊 𝑙

1,0(Ω)
и 𝑊 𝑙

∞,0(Ω) в исключительных случаях (см. [3, 6, 7]). Тем не менее для нее справедлива
более слабая оценка

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(Ω) ⩽ 𝐶1

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(Ω) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω), 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (3)

при 𝑝 ∈ (1,∞) вытекающая из доказанной в [1, 4] (см. также [2]) оценки (2), а при 𝑝 = ∞
доказанная в [7].

Эти результаты делают естественным следующее введенное в [3] определение.
Определение 3. [3] Систему дифференциальных операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 вида (1)

называют слабо коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева
𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω), если для нее справедлива априорная оценка (3), в которой положительные кон-
станты 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).
В случае изотропного пространства Соболева 𝑊 𝑙

𝑝,0(R𝑛), т. е. при 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑛 = 𝑙,
неравенство |𝛼 : 𝑙| < 1 в (3) принимает обычный вид: |𝛼| < 𝑙.

Для случая 𝑁 = 1 де Лю и Миркил [8] показали, что при 𝑛 ⩾ 3 оператор 𝑃 (𝐷) :=
𝑃1(𝐷) с постоянными коэффициентами эллиптичен в точности тогда, когда он слабо
коэрцитивен в𝑊 𝑙

∞,0(R𝑛).
В «анизотропном» случае в связи с критерием де Лю и Миркила ставится вопрос

о возможности охарактеризовать 𝑙-квазиэллиптические системы при помощи априорных
оценок вида (3) в 𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω) при всех 𝑝 ∈ [1,∞]. В работе автора [9] рассматривался слу-
чай одного оператора 𝑃 (𝐷1, 𝐷2) с постоянными коэффициентами от двух переменных с
𝑙-квазиоднородной главной частью, 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2), 𝑙1 > 𝑙2, для которого был доказан аналог
теоремы де Лю и Миркила в случае, когда 𝑙1 не делится на 𝑙2. Далее, в работах [10,11] ре-
зультаты де Лю иМиркила были распространены на случай системы операторов {𝑃𝑗(𝐷)}𝑁1
с постоянными коэффициентами в анизотропных пространствах Соболева𝑊 𝑙

∞,0(R𝑛) при
некоторых дополнительных ограничениях на компоненты вектора 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) и опера-
торы 𝑃𝑗(𝐷).

Введем следующее определение.
Определение 4. Систему операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 вида (1) будем называть 𝜀-слабо

коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева 𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω), если для любого 𝜀 > 0

найдется константа 𝐶𝜀 > 0 такая, что справедлива априорная оценка

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(Ω) ⩽ 𝜀
𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(Ω) + 𝐶𝜀‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω), 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (4)

М.М. Маламудом в [7] (см. также [1,3]) показано, что 𝑙-квазиэллиптическая система
{𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 вида (1), для которой 𝑎𝑗𝛼(·) ∈ 𝐶(Ω) при |𝛼 : 𝑙| = 1 и 𝑎𝑗𝛼(·) ∈ 𝐿∞(Ω) при
|𝛼 : 𝑙| < 1, является 𝜀-слабо коэрцитивной в𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω) для всех 𝑝 ∈ [1,∞].
В следующей теореме — основном результате данной работы — мы показываем,

что при каждом 𝑝 ∈ [1,∞] неравенство (4) характеризует 𝑙-квазиэллиптические системы
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в классе всех 𝜀-слабо коэрцитивных в𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω) систем с постоянными коэффициентами в

их главных частях.
Теорема 1. Пусть 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛,Ω—область вR𝑛 и {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 —система

операторов вида (1), главные части которых имеют постоянные коэффициенты, т. е.
𝑃 𝑙
𝑗(𝑥,𝐷) = 𝑃 𝑙

𝑗(𝐷), и 𝑎𝑗𝛼(·) ∈ 𝐿∞(Ω) при |𝛼 : 𝑙| < 1, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}.
Тогда система {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 𝑙-квазиэллиптична вточноститогда, когда она 𝜀-слабо

коэрцитивна в анизотропном пространстве Соболева𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω) при 𝑝 ∈ [1,∞].

Отметим, что аналог теоремы 1 для «изотропного» случая (при 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑛 = 𝑙)
был доказан в [3].

§ 2. Обозначения.ПустьN, Z, R иC—множества соответственно натуральных, це-
лых, вещественных и комплексных чисел;Z+ := N∪{0}, Z𝑛

+ := Z+×· · ·×Z+ (𝑛 сомножи-
телей). Далее, 𝐷𝑘 := −𝑖𝜕/𝜕𝑥𝑘, 𝐷 = (𝐷1, . . . , 𝐷𝑛); для мультииндекса 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈
Z𝑛

+ положим |𝛼| :=
∑︀𝑛

𝑘=1 𝛼𝑘, |𝛼 : 𝑙| := 𝛼1/𝑙1 + · · · + 𝛼𝑛/𝑙𝑛, 𝐷𝛼 := 𝐷𝛼1
1 . . . 𝐷𝛼𝑛

𝑛 и
𝜉𝛼 := 𝜉𝛼1

1 . . . 𝜉𝛼𝑛
𝑛 , где 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛 и 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛. Кроме того, пусть

⟨𝑥, 𝑦⟩ :=
∑︀𝑛

1 𝑥𝑘𝑦𝑘 для 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛.
Далее, для чисел 𝑙𝑘 ∈ N, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} обозначим через 𝑑 их наименьшее об-

щее кратное; 𝑚𝑘 := 𝑑/𝑙𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}; 𝑚 := (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛). Для мультииндекса
𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) положим 𝛼! := 𝛼1! . . . 𝛼𝑛!. Если для мультииндексов 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) и
𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) выполнено 𝛼𝑘 ⩽ 𝛽𝑘 для всех 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, то будем писать 𝛼 ⩽ 𝛽 и

полагать 𝛽 − 𝛼 := (𝛽1 − 𝛼1, . . . , 𝛽𝑛 − 𝛼𝑛), 𝐶𝛼
𝛽 :=

𝛽!

(𝛽 − 𝛼)!𝛼!
=

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝛽𝑘
𝛼𝑘

)︂
, где

(︂
𝛽𝑘
𝛼𝑘

)︂
:=

𝛽𝑘!

(𝛽𝑘 − 𝛼𝑘)!𝛼𝑘!
, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}— классические биномиальные коэффициенты. Пусть так-

же 𝜉𝑡 := (𝑡𝑚1𝜉1, . . . , 𝑡
𝑚𝑛𝜉𝑛) для 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛 и 𝑡 > 0.

Для дифференциального оператора 𝑃 (𝑥,𝐷) =
∑︀

|𝛼:𝑙|⩽1 𝑎𝛼(𝑥)𝐷
𝛼 обозначим через

𝑃 (𝑥, 𝜉) =
∑︀

|𝛼:𝑙|⩽1 𝑎𝛼(𝑥)𝜉
𝛼 его символ, через 𝑃 𝑙(𝑥, 𝜉) =

∑︀
|𝛼:𝑙|=1 𝑎𝛼(𝑥)𝜉

𝛼 — его главный
𝑙-квазиоднородный символ, а через 𝑃 (𝛼)(𝑥,𝐷) — оператор с символом 𝐷𝛼

𝜉 𝑃 (𝑥, 𝜉).
Через 𝐿∞

loc(Ω) обозначим пространство функций, локально ограниченных п. в. в об-
ласти Ω. Замыкание множества 𝐶∞

0 (Ω) финитных в Ω бесконечно дифференцируемых
функций в норме ‖𝑓‖𝑊 𝑙

𝑝(Ω) :=
∑︀

|𝛼:𝑙|⩽1 ‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(Ω) пространства Соболева𝑊 𝑙
𝑝(Ω) обозна-

чается через𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω).

§ 3. Формула Лейбница. Докажем, что для произвольного дифференциального по-
линома 𝑃 (𝐷) справедливо следующее обобщение формулы дифференцирования произ-
ведения двух функций:

𝑃 (𝐷)[𝑢𝑣] =
∑︁
𝛼

𝑃 (𝛼)(𝐷)𝑢 · 𝐷
𝛼𝑣

𝛼!
, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞(Ω). (5)

Формула (5), так же, как и ее аналог для случая функций одной переменной, называется
формулой Лейбница (см. [5]).

Так как оператор 𝑃 (𝐷) — линейная комбинация дифференциальных мономов, то
достаточно доказать формулу (5) для случая 𝑃 (𝐷) = 𝐷𝛽 . Замечая, что при 𝛼 ⩽ 𝛽

𝐷𝛼𝜉𝛽 =
𝛽!

(𝛽 − 𝛼)!
𝜉𝛽−𝛼 = 𝛼!𝐶𝛼

𝛽 𝜉
𝛽−𝛼,
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получим, что при 𝑃 (𝜉) = 𝜉𝛽 формула (5) примет вид:

𝐷𝛽[𝑢𝑣] =
∑︁
𝛼⩽𝛽

𝐶𝛼
𝛽 𝐷

𝛽−𝛼𝑢 ·𝐷𝛼𝑣 =
∑︁

𝛼+𝛼′=𝛽

𝐶𝛼
𝛽 𝐷

𝛼′
𝑢 ·𝐷𝛼𝑣. (6)

Докажем формулу (6) индукцией по порядку |𝛽|. При |𝛽| = 1 она принимает привыч-
ный вид𝐷𝑘[𝑢𝑣] = 𝑢𝐷𝑘𝑣+𝑣𝐷𝑘𝑢 при некотором 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Пусть она справедлива для
всех мультииндексов 𝛽 и 𝛾 порядков, меньших некоторого числа. Тогда для мультииндекса
𝛽 + 𝛾 требуется показать, что

𝐷𝛽+𝛾[𝑢𝑣] =
∑︁

κ+κ′=𝛽+𝛾

𝐶κ
𝛽+𝛾 𝐷

κ′
𝑢 ·𝐷κ𝑣. (7)

Согласно предположению индукции и формуле (6), имеем:

𝐷𝛽+𝛾[𝑢𝑣] =
∑︁

𝛼+𝛼′=𝛽

𝐶𝛼
𝛽𝐷

𝛾
[︁
𝐷𝛼′

𝑢 ·𝐷𝛼𝑣
]︁
=

∑︁
𝛼+𝛼′=𝛽

∑︁
𝛿+𝛿′=𝛾

𝐶𝛼
𝛽𝐶

𝛿
𝛾 𝐷

𝛼′+𝛿′𝑢 ·𝐷𝛼+𝛿𝑣. (8)

Сравнивая формулы (7) и (8), приходим к выводу, что они совпадут, если выполнено
тождество ∑︁

𝛼+𝛿=κ

𝐶𝛼
𝛽𝐶

𝛿
𝛾 = 𝐶κ

𝛽+𝛾. (9)

Но тождество (9) вытекает из соответствующего хорошо известного скалярного тождества
(для классических биномиальных коэффициентов), см. [12]. В самом деле,

∑︁
𝛼+𝛿=κ

𝐶𝛼
𝛽𝐶

𝛿
𝛾 =

∑︁
𝛼𝑘+𝛿𝑘=κ𝑘
𝑘∈{1,...,𝑛}

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝛽𝑘
𝛼𝑘

)︂(︂
𝛾𝑘
𝛿𝑘

)︂
=

𝑛∏︁
𝑘=1

∑︁
𝛼𝑘+𝛿𝑘=κ𝑘
𝑘∈{1,...,𝑛}

(︂
𝛽𝑘
𝛼𝑘

)︂(︂
𝛾𝑘
𝛿𝑘

)︂
=

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝛽𝑘 + 𝛾𝑘

κ𝑘

)︂
= 𝐶κ

𝛽+𝛾,

что завершает доказательство формулы (6) и, значит, формулы Лейбница (5).
§ 4. Доказательство основной теоремы 1.
Ввиду изложенного в § 1, требуется доказать только достаточность. Пусть выполнена

оценка (4). Так как

𝑃𝑗(𝑥,𝐷) = 𝑃 𝑙
𝑗(𝐷) +

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷
𝛼, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁},

из неравенства треугольника получим, что

𝜀′
𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃 𝑙
𝑗(𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝 ⩾ 𝜀′

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 − 𝜀′
𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷𝛼𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝,

(10)
где 𝜀′ :=

𝜀

𝜀+ 1
∈ (0; 1). Кроме того, в силу неравенства (4),

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷𝛼𝑓‖𝑝 ⩽ 𝜀′
𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝, 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (11)
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Тогда из (10) и (11) с учетом (4) имеем:

𝜀′
𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃 𝑙
𝑗(𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝 ⩾ 𝜀′

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 − 𝜀′

[︃
𝜀′

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝

]︃

+𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝 = (1− 𝜀′)

[︃
𝜀′

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝

]︃
⩾ (1− 𝜀′)

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑝. (12)

Разделив обе части неравенства (12) на 1− 𝜀′ > 0, приходим к оценке

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑝 ⩽ 𝜀

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃 𝑙
𝑗(𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀‖𝑓‖𝑝 , 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (13)

в которой
𝜀′

1− 𝜀′
= 𝜀 и 𝐶𝜀 :=

𝐶𝜀′

1− 𝜀′
.

Пусть 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) и 𝜙 ̸= 0 п. в. Положим в (13) 𝑓(𝑥) := 𝜙(𝑥)𝑒𝑖⟨𝜉

𝑡,𝑥⟩, 𝑥 ∈ Ω. Так как
для 𝑙-квазиоднородного оператора 𝑃 (𝐷) по формуле Лейбница (5):

𝑃 (𝐷)𝑓 =
∑︁
𝛼

𝑃 (𝛼)(𝐷) 𝑒𝑖⟨𝜉
𝑡,𝑥⟩ · 𝐷

𝛼𝜙

𝛼!
= 𝑒𝑖⟨𝜉

𝑡,𝑥⟩

⎡⎣𝑡𝑑𝑃 (𝜉)𝜙+
∑︁
|𝛼|>0

𝑡𝑑−⟨𝛼,𝑚⟩𝑃 (𝛼)(𝜉) · 𝐷
𝛼𝜙

𝛼!

⎤⎦,
то из оценки (13) вытекает неравенство

∑︁
⟨𝛼,𝑚⟩<𝑑

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑝 ⩽ 𝜀 𝑡𝑑

⎡⎣‖𝜙‖𝑝 𝑁∑︁
𝑗=1

|𝑃 𝑙
𝑗(𝜉)|+

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
|𝛼|>0

|(𝐷𝛼𝑃 𝑙
𝑗)(𝜉)|

𝑡⟨𝛼,𝑚⟩ · ‖𝐷
𝛼𝜙‖𝑝
𝛼!

⎤⎦+ 𝐶𝜀‖𝜙‖𝑝.

(14)
Предположим противное, т. е. что система {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 не 𝑙-квазиэллиптична. Тогда

𝑃 𝑙
𝑗(𝜉

0) = 0, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}, при некотором 𝜉0 ∈ R𝑛 ∖ {0}. Выберем мультииндекс 𝛼 с
наименьшим значением 𝑠 := ⟨𝛼,𝑚⟩, 0 < 𝑠 < 𝑑 таким, что (𝐷𝛼𝑃 𝑙

𝑗0
)(𝜉0) ̸= 0 при некотором

𝑗0 ∈ {1, . . . , 𝑁}. Покажем, что это можно сделать. В самом деле, в противном случае,
записывая разложение каждого из 𝑙-главных символов 𝑃 𝑙

𝑗(𝜉) по формуле Тейлора в точке
𝜉 = 𝜉0, имеем

𝑃 𝑙
𝑗(𝜉) =

∑︁
𝛼

(𝐷𝛼𝑃 𝑙
𝑗)(𝜉

0)

𝛼!
(𝜉 − 𝜉0)𝛼 =

∑︁
⟨𝛼,𝑚⟩=𝑑

𝑎𝑗𝛼(𝜉 − 𝜉0)𝛼 ≡ 𝑃 𝑙
𝑗(𝜉 − 𝜉0), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}.

(15)
Пусть, например, 𝜉01 ̸= 0. Тогда из тождеств (15) вытекает, что символы 𝑃 𝑙

𝑗(𝜉), 𝑗 ∈
{1, . . . , 𝑁} не зависят от переменной 𝜉1, что, очевидно, противоречит оценке (13).

Тогда, полагая 𝜉 = 𝜉0 ирассматривая в левой части (14) нормуфункции (𝐷𝛼𝑃 𝑙
𝑗0
)(𝐷)𝑓 ,

получим, что

𝑡𝑑−𝑠|(𝐷𝛼𝑃 𝑙
𝑗0
)(𝜉0)| · ‖𝜙‖𝑝 + 𝑜(𝑡𝑑−𝑠) ⩽ 𝜀𝐶𝑡𝑑−𝑠 + 𝑜(𝑡𝑑−𝑠), 𝑡→ +∞. (16)

Выбирая 𝜀 > 0 достаточно малым, деля обе части (16) на 𝑡𝑑−𝑠 и переходя к пределу при
𝑡→ ∞, придем к противоречию. Значит, система {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 𝑙-квазиэллиптична.

Теорема 1 полностью доказана.
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5. Хёрмандер Л. К теории общих дифференциальных операторов в частных производных / Л. Хёрмандер.
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ON A PRIORI ESTIMATES FOR A SYSTEM OF MINIMAL DIFFERENTIAL OPERATORS IN THE
SCALE OF ANISOTROPIC SOBOLEV SPACES

D.V. Limanskii
We obtain a criterion of 𝜀-weak coercivity in the scale of anisotropic Sobolev spaces 𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω), 𝑝 ∈ [1,∞],
for a system of minimal differential operators {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 with 𝑙-homogeneous principal parts having constant
coefficients, 𝑃 𝑙

𝑗(𝑥,𝐷) = 𝑃 𝑙
𝑗(𝐷).
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Лиманский Дмитрий Владимирович
канд. физ.-мат. наук, доцент
ФГБОУ ВО «Донецкий государственный универ-
ситет», г. Донецк, Россия
d.limanskiy@donnu.ru
283001, пр. Гурова, 14, Главный корпус ДонГУ,
кафедра математического анализа и дифференци-
альных уравнений

Limanskii Dmitrii Vladimirovich
PhD (Ph.D), Assoc. Prof.
Donetsk State University, Donetsk, Russia

Лиманский Д. В. 71

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA

