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В данной работе предлагается новое доказательство теоремы Безиковича о покрытии, которая суще-
ственно используется при доказательстве многих фактов вещественного анализа.
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Введение.
Теорема о покрытии шарами, полученная Безиковичем в 1945 году (см. [1]), являет-

ся одним из классических результатов комбинаторной геометрии, который имеет важные
приложения в теории меры и теории функций. Она существенно используется при до-
казательстве многих фактов вещественного анализа. Это касается, например, известных
теоремВитали иУитни о покры-тиях, варианта Гусмана теоремыСарда о критических точ-
ках, теоремы Лебега о дифференцировании интеграла, теорем о свойствах максимального
оператора Харди – Литтлвуда (см.[2], [3]). Отметим, что спустя 20 лет теорема Безико-
вича была переоткрыта Н. С. Ландкофом [4], [5, лемма 3.2, глава 3, §4]. В работе [5] Н.
С. Ландкоф использовал доказанный им результат для оценок потенциалов. По поводу
других результатов, связанных с теоремой Безиковича см. также [6]. В данной работе
предлагается новое доказательство теоремы Безиковича.

Формулировка и доказательство основного результата
Теорема 1. (Безиковича о покрытии) Пусть F — множество замкнутых шаров

в R𝑛 с равномерно ограниченными положительными радиусами, и 𝐴 — множество
центров шаров изF . Тогда можно найтиF1, ...,F𝑁 ⊂ F , такие чтошары в каждом из
них попарно не пересекаются и F1∪ ...∪F𝑁 покрывает𝐴, где𝑁 = 𝑁(𝑛)— константа,
зависящая только от размерности пространства (фактически, можно взять 𝑁 =
4 · 12𝑛).

Доказательство. Если утверждение теоремы доказано для случая ограниченных
множеств 𝐴, то, рассматривая пересечения 𝐴 со слоями {2𝑘𝑅 ≤ ||𝑥|| < 2(𝑘+1)𝑅}, где 𝑅
—верхняя грань радиусов элементовF и объединяя полученные подпокрытия для чётных
и нечётных𝑚, получаем утверждение теоремы в общем случае (с в два раза большим 𝑁 ).
Поэтому 𝐴 можно считать ограниченным.

Определим по индукции конечную или бесконечную последовательность шаров
𝐵𝑘 = 𝐵𝑟𝑘(𝑎𝑘) из F таким образом, чтобы центр 𝑎𝑘 шара 𝐵𝑘 принадлежал 𝐴𝑘 = 𝐴∖(𝐵1 ∪
... ∪ 𝐵𝑘−1 (последовательность обрывается, если 𝐴𝑘 = ∅), а радиус 𝑟𝑘, был больше 3

4
𝑅𝑘,

где 𝑅𝑘 — точная верхняя грань радиусов шаров из F , имеющих центры в точках из 𝐴𝑘.
Покажем, что последовательность {𝐵𝑘}𝐾𝑘=1 покрывает 𝐴. Если она конечна, то это

следует из построения (т. к. 𝐴𝐾+1 = ∅), поэтому будем считать её бесконечной. Последо-
вательность 𝑅𝑘 (нестрого) убывает и поэтому должна стремиться к нулю 𝑘 → ∞, так как
если 𝑅𝑘 ≥ 𝜖 > 0, то шары 𝐵3𝜖/8(𝑎𝑘) попарно не пересекаются, что противоречит ограни-
ченности множества 𝐴. Предположим, что 𝑎0 ∈ 𝐴 не лежит в объединении ∪∞

𝑘=1𝐵𝑘; тогда,
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рассматривая некоторый шар 𝐵𝑟0(𝑎0) из F , заключаем, что для любого 𝑘 (поскольку, по
предположению, 𝑎0 ∈ 𝐴𝑘) имеет место неравенство𝑅𝑘 ≥ 𝑟0 —приходим к противоречию.

Осталось разбитьшары𝐵𝑘 на𝑁 групп, в каждой из которыхшарыпопарно дизъюнкт-
ны. Это можно сделать по индукции, добавляя шар 𝐵𝑙 к тому из F𝑖, с уже имеющимися
элементами которого он не пересекается, достаточно установить только, что число шаров
𝐵𝑘, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙, пересекающихся с 𝐵𝑙, меньше некоторой константы 𝑁 = 𝑁(𝑛). Именно в
этой части доказательство теоремы Безиковича существенно отличается от теоремы Ви-
тали и использует геометрические рассуждения. Между центрами и радиусами шаров 𝐵𝑘,
по построению, имеются следующие два соотношения:

||𝑎𝑘 − 𝑎𝑗|| > 𝑟𝑘 и 𝑟𝑘 > 3
4
𝑟𝑗 , если 𝑘 < 𝑗.

(Первое неравенство— просто запись соотношения 𝑎𝑗 /∈ 𝐵𝑘, второе следует из того,
что 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑗 ⊂ 𝐴𝑘, и, следовательно, 𝑅𝑘 ≥ 𝑟𝑗 ). Зафиксируем теперь некоторое 𝑙 и будем
обозначать далее 𝐵𝑙 = 𝐵𝑟(𝑎), т. е. 𝑎 = 𝑎𝑙 и 𝑟 = 𝑟𝑙.

Оценим сначала число тех 𝑘 < 𝑙, для которых 𝐵𝑘 ∩ 𝐵𝑙 ̸= ∅ и 𝑟𝑘 ≥ 3𝑟, обозначим
множество таких 𝑘 через 𝐼𝑙. Для 𝑘 ∈ 𝐼𝑙 положим 𝑠𝑘 = (𝑎𝑘 − 𝑎)/||𝑎𝑘 − 𝑎||, 𝜌𝑘 = ||𝑎𝑘 − 𝑎||,
тогда ||𝑠𝑘|| = 1 и 𝑎𝑘 = 𝑎+ 𝜌𝑘𝑠𝑘.

Пусть 1 ≤ 𝑘 < 𝑗 < 𝑙 и 𝑘, 𝑗 ∈ 𝐼𝑙. Тогда имеем оценку

3𝑟 ≤ 𝑟𝑗 < ||𝑎𝑗 − 𝑎|| ≤ 𝑟 + 𝑟𝑗 < 𝑟 + 4𝑟𝑘/3 ≤ 5𝑟𝑘/3.

То есть 3𝑟 < 𝜌𝑗 < 5𝑟𝑘/3. Покажем, что при 𝜌 ∈ [3𝑟, 5𝑟𝑘/3] шар 𝐵𝜌/5(𝑎 + 𝜌𝑠𝑘) содержится
в 𝐵𝑘 = 𝐵𝑟𝑘(𝑎𝑘). Действительно, если 𝜌 ≥ 𝜌𝑘, то

|𝜌− 𝜌𝑘| = 𝜌− ||𝑎𝑘 − 𝑎|| < 5𝑟𝑘/3− 𝑟𝑘 = 2𝑟𝑘/3 ≤ 𝑟𝑘 − 𝜌/5

если же 𝜌 < 𝜌𝑘, то

|𝜌− 𝜌𝑘| = ||𝑎𝑘 − 𝑎|| − 𝜌 ≤ 𝑟 + 𝑟𝑘 − 𝜌 ≤ 𝜌/3 + 𝑟𝑘 − 𝜌 ≤ 𝑟𝑘 − 𝜌/5

поэтому в любом случае ||𝑎+ 𝜌𝑠𝑘 − 𝑎𝑘|| = |𝜌− 𝜌𝑘| ≤ 𝑟𝑘 − 𝜌/5 и, значит, 𝐵𝜌/5(𝑎+ 𝜌𝑠𝑘) ⊂
𝐵𝑟𝑘(𝑎𝑘) /∈ 𝑎𝑗 = 𝑎+ 𝜌𝑗𝑠𝑗 . Полагая здесь 𝜌 = 𝜌𝑗 , получаем: ||𝜌𝑗𝑠𝑗 − 𝜌𝑗𝑠𝑘|| > 𝜌𝑗/5. Поэтому
шары 𝐵1/10(𝑠𝑘), 𝑘 ∈ 𝐼𝑙, попарно не пересекаются и (т. к. они содержатся в 𝐵11/10(0))
существует не более 11𝑛 таких 𝑘.

Оценим теперь число элементов множества ̃︀𝐼𝑙 таких 𝑘 < 𝑙, для которых 𝐵𝑘 ∩𝐵𝑙 ̸= ∅
и 𝑟𝑘 < 3𝑟. При 𝑘, 𝑗 ∈ ̃︀𝐼𝑙, 𝑘 < 𝑗, имеем: и ||𝑎𝑘 − 𝑎𝑗|| > 𝑟𝑘 > 3𝑟/4 и ||𝑎𝑘 − 𝑎|| ≤ 𝑟 + 𝑟𝑘 < 4𝑟.
Поэтому шары 𝐵3𝑟/8(𝑎𝑘), 𝑘 ∈ ̃︀𝐼𝑙, дизъюнктны и содержатся в 𝐵35𝑟/8(𝑎), значит их общее
число не превосходит (35/3)𝑛 < 12𝑛.

Итак, для случая ограниченных 𝐴 можно положить 𝑁 = 11𝑛 + 12𝑛. □
Выводы.
Получено новое доказательство теоремы Безиковича о покрытии шарами. Из этого

доказательства видно, что константа в теореме Безиковича не превосходит 4 · 12𝑛, а в
случае ограниченного множества центров - 11𝑛 + 12𝑛.
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A NEW PROOF OF BEZIKOVICH’S COVERING THEOREM

D.A. Zaraisky
In this paper, a new proof of Bezikovich’s covering theorem is proposed, which is significantly used in

proving many facts of real analysis.
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