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Классическая теорема Дзядыка о геометрическом описании голоморфных функций уточняется в
следующем направлении. Исследуется случай, когда вместо равенства рассматриваемых в теореме пло-
щадей требуются лишь оценки сверху для их разности в терминах специальных интегральных средних.
При этом рассматриваются площади поверхностей над кругами, радиусы которых принадлежат заданному
двухэлементному множеству из положительных чисел.
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1. Введение.
Всюду в дальнейшем 𝑢, 𝑣 — вещественные функции, заданные в области Ω на ком-

плексной плоскости C. Известная теорема Дзядыка о геометрическом описании голо-
морфных функций утверждает, что если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω), то для того чтобы хотя бы одна из
функций 𝑢 + 𝑖𝑣, 𝑢 − 𝑖𝑣 была голоморфна в Ω, необходимо и достаточно, чтобы площади
поверхностей графиков функций 𝑢, 𝑣,

√
𝑢2 + 𝑣2, расположенные над любым компактным

подмножеством из Ω, были равны [1]. Теорема Дзядыка получила дальнейшее развитие
и уточнение в работах других авторов [2]– [4]. Например, было показано [2], что в ее
формулировке вместо функции

√
𝑢2 + 𝑣2 можно взять произвольную гладкую функцию

𝜙(𝑢, 𝑣), с не равными нулю тождественно производными, для которой выполнены условия(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑢

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑣

)︂2

= 1
𝜕𝜙

𝜕𝑢
· 𝜕𝜙
𝜕𝑣

̸= 0. (1)

В частности, можно положить, 𝜙 = 𝛼𝑢+𝛽𝑣, где 𝛼, 𝛽—ненулевые вещественные постоян-
ные, удовлетворяющие условию𝛼2+𝛽2 = 1. Что касается снятия такого обременительного
условия, как непрерывная дифференцируемость 𝑢, 𝑣, то известный пример функции Бора
𝑤 = 𝑥 + 𝑖|𝑦| на плоскости показывает, что даже условие Липшица не может обеспечить
справедливость теоремы. Тем не менее, для некоторых 𝜙 теорема Дзядыка допускает
усиление, если вместо непрерывности частных производных от 𝑢, 𝑣 требовать лишь их
существование всюду в области [3].

Для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐶1(Ω) и компактного множества 𝐴 ⊂ Ω символом 𝑆(𝑓, 𝐴)
обозначим площадь поверхности графика 𝑓 , расположенной над 𝐴. Положим также

𝑓1 = 𝑢, 𝑓2 = 𝑣, 𝑓3 = 𝜙(𝑢, 𝑣),

где𝜙 ∈ 𝐶1(R2)—заданнаяфункция с условием (1). В работе [4, часть 5, гл. 4] рассмотрена
следующая проблема.

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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Проблема 1. Пусть 𝒜— некоторая совокупность компактных подмножеств Ω и
пусть 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω). Предположим, что

𝑆(𝑓1, 𝐴) = 𝑆(𝑓2, 𝐴) = 𝑆(𝑓3, 𝐴) для любого 𝐴 ∈ 𝒜. (2)

При каких условиях на 𝒜 можно утверждать, что хотя бы одна из функций 𝑢 + 𝑖𝑣,
𝑢− 𝑖𝑣 голоморфна в Ω?

Например, если 𝒜 состоит из всех компактных подмножеств Ω нулевой меры, то
этого утверждать нельзя (условие (2) в этом случае выполняется для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω)).

Обозначим символом 𝒟Ω множество всех пар 𝑢, 𝑣 функций в Ω, таких что хотя бы
одна из функций 𝑢+ 𝑖𝑣, 𝑢− 𝑖𝑣 голоморфна в Ω. В [4, часть 5, гл. 4] получены положитель-
ные результаты, связанные с проблемой 1. В частности, показано, что если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω),
то из (2) следует, что (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒟Ω в случае, когда 𝒜 = {𝑔𝐴}, где 𝐴 — фиксированное
множество со свойством Помпейю в Ω, а 𝑔 — любой элемент группы евклидовых движе-
ний плоскости C, для которого 𝑔𝐴 ⊂ Ω (определение и основные свойства множеств со
свойством Помпейю см. в [4, часть 4], [5, гл. 19], [6, часть 2]).

В данной работе рассматривается случай, когда𝒜 состоит из всех замкнутых кругов
в неограниченной области Ω, радиусы которых принадлежат заданному двухэлементно-
му множеству из положительных чисел. При этом для шаров каждого из этих радиусов
предполагается выполнение только одного из равенств в (2). Вместо другого равенства
требуется лишь оценка сверху для разности соответствующих площадей в терминах неко-
торых интегральных средних.

2. Формулировка основного результата.Как обычно, для 𝑧 ∈ C полагаем 𝑥 = Re𝑧,
𝑦 = Im𝑧, 𝜌 = |𝑧|, а если 𝑧 ̸= 0, то 𝜙 = arg𝑧 ∈ (−𝜋, 𝜋]. Если 𝑟 > 0, обозначим

𝐾𝑟(𝑧) = {𝜁 ∈ C : |𝜁 − 𝑧| ≤ 𝑟}, 𝐾𝑟 = 𝐾𝑟(0).

Для 𝑅 ≥ 𝑟 положим

𝑈(𝑅, 𝑟) = {𝜁 ∈ C : 𝑅− 𝑟 < |𝜁| < 𝑅 + 𝑟},

𝐺𝑅 = {𝜁 ∈ C : |𝜁| > 𝑅}.

Определение 1. Область Ω ⊂ C называется 𝑟-областью, если выполнены следующие
условия: 1) каждая точка из Ω лежит в некотором замкнутом круге радиуса 𝑟, содер-
жащимся в Ω; 2) множество центров всех замкнутых кругов радиуса 𝑟, содержащихся
в Ω, является связным.

Пусть 𝐽𝜈 — функция Бесселя первого рода порядка 𝜈. Как известно, при 𝜈 > −1
функция 𝐽𝜈 имеет бесконечное множество нулей, причем все эти нули являются веще-
ственными и их множество симметрично относительно нуля (см. [7, гл. 7, п. 7.9]). Обозна-
чим {𝜈1, 𝜈2, . . .} — множество всех положительных нулей функции 𝐽1, занумерованных в
порядке возрастания. Пусть

Λ =

{︂
𝛼

𝛽
: 𝐽1(𝛼) = 𝐽1(𝛽) = 0, 𝛼, 𝛽 > 0

}︂
.

Для любого 𝑡 ∈ R обозначим через ‖𝑡‖ расстояние от 𝑡 до ближайшего целого числа.
Пусть также [𝑡] и {𝑡} — целая и дробная части числа 𝑡 соответственно.
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Определение 2. Последовательность {𝑅𝑞}∞𝑞=1 положительных чисел называется
𝑟-допустимой, если

lim
𝑞→∞

⃦⃦⃦𝜈𝑚
𝜋𝑟
𝑅𝑞 − 𝜆

⃦⃦⃦
> 0

для любых𝑚 ∈ N, 𝜆 ∈ R.
Из следствия 1 в § 3 видно, что существуют сколь угодно редкие и быстро растущие

𝑟-допустимые последовательности.
Далее, если 𝑓 ∈ 𝐶1(Ω) и 𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω, то положим

𝑆(𝑓, 𝑟, 𝑧) = 𝑆(𝑓,𝐾𝑟(𝑧)).

Пусть также (𝑖, 𝑗, 𝑘) — произвольная перестановка чисел 1, 2, 3. Всюду в дальнейшем
предполагается, что 𝑟1, 𝑟2 > 0 фиксированы.

Перейдем к формулировке основного результата данной работы.
Теорема 1. Пусть 𝑟1, 𝑟2 > 0, 𝑟1/𝑟2 /∈ Λ. Пусть также𝐾 — компакт в C и множе-

ство Ω = C∖𝐾 является 𝑟-областью при 𝑟 = 𝑟1, 𝑟2. Предположим, что 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω) и
выполнены равенства

𝑆(𝑓𝑖, 𝑟1, 𝑧) = 𝑆(𝑓𝑗, 𝑟1, 𝑧), (3)

𝑆(𝑓𝑗, 𝑟2, 𝑧) = 𝑆(𝑓𝑘, 𝑟2, 𝑧), (4)

когда круги𝐾𝑟1(𝑧) и𝐾𝑟2(𝑧) соответственно лежат вΩ. Далее, пусть при любом 𝜈 = 1, 2
последовательность {𝑅𝑞,𝜈}∞𝑞=1 является 𝑟𝜈-допустимой и

lim
𝑞→∞

1√︀
𝑅𝑞,2

∫︁
𝑈(𝑅𝑞,1,𝑟2)

|𝑆(𝑓𝑗, 𝑟1, 𝑧)− 𝑆(𝑓𝑘, 𝑟1, 𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦+

+
1√︀
𝑅𝑞,1

∫︁
𝑈(𝑅𝑞,2,𝑟1)

|𝑆(𝑓𝑖, 𝑟2, 𝑧)− 𝑆(𝑓𝑗, 𝑟2, 𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (5)

Тогда (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒟Ω.
В § 3 данной работы содержатся необходимые в дальнейшем сведения и доказыва-

ются некоторые вспомогательные утверждения. Доказательство теоремы 1 приводится в
§ 4.

3. Вспомогательные утверждения.
Пусть 𝜈 > −1. Рассмотрим четную целую функцию

𝐼𝜈(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝑧2𝑚

𝑚!Γ(𝜈 +𝑚+ 1)22𝑚+𝜈
, 𝑧 ∈ C, (6)

где Γ — гамма-функция. Функция 𝐼𝜈 связана с функцией Бесселя 𝐽𝜈 соотношением

𝐼𝜈(𝑧) = 𝑧−𝜈𝐽𝜈(𝑧), 𝑧 ̸= 0,

где, как обычно, 𝑧−𝜆 = |𝑧|−𝜆𝑒−𝑖𝜆arg𝑧, −𝜋 < arg𝑧 ≤ 𝜋. Из (6) следует, что

𝐼1(0) =
1

Γ(𝜈 + 1)2𝜈
.
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Пусть∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
—оператор Лапласа вC,Ω—область вC. Теорема о среднем

для решений уравнения Гельмгольца

∆𝑓 + 𝑐𝑓 = 0, 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω), (7)

при 𝑐 ∈ C утверждает (см. [4, часть 1, гл. 7]), что равенство (7) эквивалентно условию∫︁
𝐾𝑟(𝑧)

𝑓(𝜁)𝑑𝜉𝑑𝜂 = 2𝜋𝑟2𝐼1(
√
𝑐𝑟)𝑓(𝑧), (8)

выполненному для любого 𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω.
Для каждого 𝑟 > 0 обозначим через 𝑉𝑟(Ω) множество всех функций 𝑓 ∈ 𝐿loc(Ω),

имеющих нулевые интегралы по всем кругам𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω. Из вышесказанного следует, что
если 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω) и

∆𝑓 +
(︁𝜈𝑚
𝑟

)︁2
𝑓 = 0 (9)

для некоторых𝑚 ∈ N, 𝑟 > 0, то 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(Ω).
Известно (см., например, [8, гл. 1, формула (14.6)]), что

𝐼𝜈(𝑧) =
1

2𝜈
√
𝜋Γ
(︀
𝜈 + 1

2

)︀ ∫︁ 1

−1

𝑒𝑖𝑧𝑡(1− 𝑡2)𝜈−
1
2𝑑𝑡, 𝑧 ∈ C, 𝜈 > −1

2
.

Отсюда и из (6) получаем оценку

|𝐼𝜈(𝑧)| ≤
𝑒|Im 𝑧|

2𝜈Γ
(︀
𝜈 + 1

)︀ , 𝑧 ∈ C, 𝜈 ≥ −1

2
. (10)

Обозначим через ℰ ′
♮(C) пространство радиальных распределений в C с компактны-

ми носителями. Сферическое преобразование ̃︀𝑇 распределения 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C) определяется

равенством ̃︀𝑇 (𝑧) = ⟨𝑇 (𝜁), 𝐼0(𝑧|𝜁|)⟩

и является четной целой функцией переменной 𝑧 ∈ C. Для произвольного распределения
𝑇 на C с компактным носителем преобразование Фурье-Лапласа имеет вид

̂︀𝑇 (𝑧1, 𝑧2) = ⟨︀𝑇 (𝜁), 𝑒−(𝑧1𝜉+𝑧2𝜂)
⟩︀
, 𝑧1, 𝑧2 ∈ C, 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ C.

Известно (см. [9, лемма 1]), что в случае 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C) выполнено равенство

̃︀𝑇 (𝑧) = ̂︀𝑇 (𝑧 cos𝛼, 𝑧 sin𝛼), 𝑧, 𝛼 ∈ C. (11)

Из условия (8) следует, что если 𝑓 удовлетворяет (7), то для любого 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C) с носителем

в 𝐾𝑟

(𝑓 * 𝑇 )(𝑧) = ̃︀𝑇 (√𝑐)𝑓(𝑧), (12)

где 𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω и символ * здесь и далее обозначает свёртку распределений.
Дифференциальное уравнение Бесселя имеет вид

𝑧2𝑔′′(𝑧) + 𝑧𝑔′(𝑧) + (𝑧2 − 𝜈2)𝑔(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ C ∖ (−∞, 0]. (13)
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Общее решение уравнения (13) представимо в виде

𝑔(𝑧) = 𝑐1𝐽𝜈(𝑧) + 𝑐2𝑁𝜈(𝑧), 𝑐1, 𝑐2 ∈ C,

где 𝑁𝜈 —функция Неймана порядка 𝜈 (см. [8, гл. 1]).
Для 𝑘 ∈ Z,𝑚 ∈ N, 𝑟 > 0 рассмотрим функции

Φ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧) = 𝐽𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝜌
)︁
𝑒𝑖𝑘𝜙, Ψ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧) = 𝑁𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝜌
)︁
𝑒𝑖𝑘𝜙.

Из (13) следует, что функция Φ𝑘,𝑚,𝑟 удовлетворяет (9) в C, а функцияΨ𝑘,𝑚,𝑟 удовлетворя-
ет (9) в C ∖ {0}. Тогда из (12) находим

(Φ𝑘,𝑚,𝑟 * 𝑇 )(𝑧) = ̃︀𝑇(︁𝜈𝑚
𝑟

)︁
Φ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧), 𝑧 ∈ C, (14)

(Ψ𝑘,𝑚,𝑟 * 𝑇 )(𝑧) = ̃︀𝑇(︁𝜈𝑚
𝑟

)︁
Ψ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺𝑅 (15)

для любого 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C) с носителем в 𝐾𝑅.

Далее нам потребуются следующие асимптотические формулы, выполненные при
любом фиксированном 𝜀 ∈ (0, 𝜋):

𝐽𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
cos
(︁
𝑧 − 𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑧|

|𝑧|3/2

)︂
, (16)

𝑁𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
sin
(︁
𝑧 − 𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑧|

|𝑧|3/2

)︂
, (17)

где 𝑧 → ∞, |arg𝑧| ≤ 𝜋 − 𝜀 (см. [8, гл. 1]).
Пусть теперь 𝑅 > 0 и 𝑓 ∈ 𝐿loc(𝐺𝑅). Функции 𝑓 соответствует ряд Фурье

𝑓(𝑧) ∼
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐹𝑘(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺𝑅, (18)

где

𝐹𝑘(𝑧) =
𝑒𝑖𝑘𝜙

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡. (19)

Из теоремы Фубини следует, что функции 𝐹𝑘 определены почти всюду в 𝐺. Отметим
также, что функции |𝐹𝑘(𝑧)| являются радиальными в 𝐺𝑅.

Лемма 1. Пусть 𝑟 > 0,𝑚 ∈ N. Тогда существует радиальная функция 𝑇𝑚 ∈ 𝐶(C)
с носителем в 𝐾𝑟, такая что

(Φ𝑘,𝑙,𝑟 * 𝑇𝑚)(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ C, (20)

(Ψ𝑘,𝑙,𝑟 * 𝑇𝑚)(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝐺𝑟 (21)

при всех 𝑙 ∈ N, 𝑙 ̸= 𝑚.
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Доказательство. Рассмотрим радиальное распределение 𝑇𝑚, удовлетворяющее
условию ̃︀𝑇𝑚(𝑧) = 𝐽1(𝑟𝑧)

𝑧(𝑧2 − (𝜈𝑚/𝑟)2)
, 𝑧 ∈ C. (22)

Поскольку функция в правой части равенства (22) является целой и четной, из оцен-
ки (10) по теореме Пэли-Винера для сферического преобразования (см. [4, часть 1, гл. 6])
получаем, что носитель 𝑇𝑚 содержится в 𝐾𝑟. Далее, из (22), (16) и (11) следует, что

̂︀𝑇𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑂
(︀
|𝑧|−7/2

)︀
при 𝑧 → ∞.

Это означает, что ̂︀𝑇𝑚 ∈ 𝐿(C). Отсюда и из формулы обращения для преобразованияФурье
вытекает, что 𝑇𝑚 ∈ 𝐶(C). Используя теперь равенства (14), (15) и (22), получаем (20)
и (21). □

Лемма 2. Пусть 0 < 𝑟 < 𝑅, 𝑘 ∈ Z, 𝑓 ∈ 𝐿(𝑈(𝑅, 𝑟)), 𝑔 ∈ 𝐶(C), supp 𝑔 ⊂ 𝐾𝑟. Тогда⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
|𝑧−𝑅|≤𝑟

𝐹𝑘(𝑧)𝑔(𝑧 −𝑅)𝑑𝑥𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ 𝑐

𝑅

∫︁
𝑈(𝑅,𝑟)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦,

где постоянная 𝑐 > 0 зависит только от 𝑟 и 𝑔.

Доказательство. Пусть𝑀 = max
𝑧∈C

|𝑔(𝑧)|. Тогда

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
|𝑧−𝑅|≤𝑟

𝐹𝑘(𝑧)𝑔(𝑧 −𝑅)𝑑𝑥𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤𝑀

∫︁
|𝑧−𝑅|≤𝑟

|𝐹𝑘(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦. (23)

Поскольку функция |𝐹𝑘(𝑧)| радиальна, интеграл в правой части (23) не изменится, если 𝑅
заменить на 𝑅𝑒𝑖𝛼 при любом 𝛼 ∈ (−𝜋, 𝜋]. Поэтому∫︁

|𝑧−𝑅|≤𝑟

|𝐹𝑘(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 1

𝑁(𝑅, 𝑟)

∫︁
𝑈(𝑅,𝑟)

|𝐹𝑘(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦, (24)

где 𝑁(𝑅, 𝑟) — количество непересекающихся открытых кругов радиуса 𝑟, содержащих-
ся в 𝑈(𝑅, 𝑟). Каждый такой круг лежит в угле величины 2arcsin

𝑟

𝑅
с вершиной в нуле,

следовательно,
𝑁(𝑅, 𝑟) ≥

[︁
𝜋
(︁
arcsin

𝑟

𝑅

)︁]︁−1

. (25)

Далее, используя (19), имеем

∫︁
𝑈(𝑅,𝑟)

|𝐹𝑘(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑅+𝑟∫︁
𝑅−𝑟

𝜌|𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡𝑑𝜙 =

∫︁
𝑈(𝑅,𝑟)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦.

Из последнего неравенства и оценок (23), (24) и (25) получаем утверждение леммы 2. □
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Лемма 3. Пусть 𝑟, 𝑅 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿loc(𝐺𝑅). Тогда для того чтобы 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐺𝑅),
необходимо и достаточно, чтобы при любом 𝑘 ∈ Z в области 𝐺𝑅 было выполнено
равенство

𝐹𝑘(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑎𝑘,𝑚Φ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧) + 𝑏𝑘,𝑚Ψ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧), (26)

где 𝑎𝑘,𝑚, 𝑏𝑘,𝑚 ∈ C и ряд сходится в пространстве распределений 𝒟′(𝐺𝑅).
Доказательство. Данное утверждение является частным случаем теоремы об

описании множества решений уравнения свертки, полученной в [4, часть 3, гл. 2]. □

Лемма 4. Пусть 𝑟 > 0, 𝜀 > 0 и множество 𝐺 ⊂ C является объединением всех
открытых кругов радиуса 𝑟 + 𝜀 с центрами на некоторой ломаной 𝐿. Пусть также
𝜁 ∈ 𝐿, 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐺) и 𝑓 = 0 в круге |𝑧 − 𝜁| < 𝑟 + 𝜀. Тогда 𝑓 = 0 в 𝐺.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что 𝐿 является от-
резком, одним из концов которого является точка 𝜁 = 0. Можно также считать, что длина
𝑙 отрезка 𝐿 меньше 𝜀, поскольку в противном случае отрезок 𝐿 можно разбить на отрезки
длиныменьше 𝜀 и последовательно доказывать утверждение для каждого из этих отрезков.
В рассматриваемом случае утверждение следует из теоремы единственности для класса
𝑉𝑟(𝐺) (см. [4, часть 2, гл. 1]). □

Лемма 5. Пусть 𝑟 > 0, 𝐾 — компакт в C и множество Ω = C ∖ 𝐾 является
𝑟-областью. Предположим, что 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(Ω) и для некоторой 𝑟-допустимой последова-
тельности {𝑅𝑞}∞𝑞=1 выполнено равенство

lim
𝑞→∞

1√︀
𝑅𝑞

∫︁
𝑈(𝑅𝑞 ,𝑟)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (27)

Тогда 𝑓 = 0.
Доказательство. Пусть 𝑅 > 0 и 𝐾 ⊂ 𝐾𝑅. Сначала докажем, что 𝑓 = 0 в 𝐺𝑅.

Пусть 𝑘 ∈ Z. Из леммы 3 следует, что в области 𝐺𝑅 имеет место равенство (26), где
ряд сходится в пространстве 𝒟′(𝐺𝑅). Пусть 𝑚 ∈ N и радиальная функция 𝑇𝑚 ∈ 𝐶(C) с
носителем в 𝐾𝑅 определена в лемме 1. Используя (12), из (26) находим∫︁

|𝑧−𝑅𝑞 |≤𝑟

𝐹𝑘(𝑧)𝑇𝑚(𝑧 −𝑅𝑞)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑐
(︁
𝑎𝑘,𝑚𝐽𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞

)︁
+ 𝑏𝑘,𝑚𝑁𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞

)︁)︁
,

где 𝑅𝑞 > 𝑟 + 𝑅 и 𝑐 ∈ C — ненулевая постоянная, не зависящая от 𝑞. Из условия (27) и
леммы 2 получаем, что

𝑎𝑘,𝑚𝐽𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞

)︁
+ 𝑏𝑘,𝑚𝑁𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞

)︁
= 𝑜

(︃
1√︀
𝑅𝑞

)︃
(28)

при 𝑞 → ∞. Докажем, что 𝑎𝑘,𝑚 = 𝑏𝑘,𝑚 = 0. Не ограничивая общности, можно считать,
что 𝑎𝑘,𝑚 ∈ R, 𝑏𝑘,𝑚 ∈ R. Предположим противное, тогда

√︁
𝑎2𝑘,𝑚 + 𝑏2𝑘,𝑚 ̸= 0 и существует

𝛼𝑘,𝑚 ∈ R, такое что

𝑎𝑘,𝑚√︁
𝑎2𝑘,𝑚 + 𝑏2𝑘,𝑚

= sin𝛼𝑘,𝑚,
𝑏𝑘,𝑚√︁

𝑎2𝑘,𝑚 + 𝑏2𝑘,𝑚

= cos𝛼𝑘,𝑚.
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Используя эти равенства и асимптотики (16) и (17) функций Бесселя и Неймана на беско-
нечности, из (28) имеем

sin

(︂
𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞 −

𝜋(2𝑘 − 1)

4
+ 𝛼𝑘,𝑚

)︂
→ 0 при 𝑞 → ∞.

Это означает, что существует последовательность {𝑛𝑞}∞𝑞=1 целых чисел, такая что

lim
𝑞→∞

(︂
𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞 −

𝜋(2𝑘 − 1)

4
+ 𝛼𝑘,𝑚 − 𝜋𝑛𝑞

)︂
= 0.

Отсюда получаем⃦⃦⃦𝜈𝑚
𝜋𝑟
𝑅𝑞 − 𝜆

⃦⃦⃦
→ 0 при 𝑞 → ∞, где 𝜆 =

2𝑘 − 1

4
− 𝛼𝑘,𝑚

𝜋
.

Это противоречит 𝑟-допустимости последовательности {𝑅𝑞}∞𝑞=1, следовательно, 𝑎𝑘,𝑚 =
𝑏𝑘,𝑚 = 0. Поскольку 𝑘 и 𝑚 произвольны, из (26) и (18) заключаем, что 𝑓 = 0 в 𝐺𝑅.
Учитывая, что Ω является 𝑟-областью, из определения 1 и леммы 4 получаем, что 𝑓 = 0 в
Ω. □

Лемма 6. Пусть 𝜉, 𝜂 ∈ [0, 1], 𝜉 ̸= 𝜂. Тогда для любой возрастающей последо-
вательности {𝛼𝑞}∞𝑞=1 положительных чисел существует последовательность {𝛽𝑞}∞𝑞=1

натуральных чисел, удовлетворяющая следующим условиям:
1) 𝛽𝑞 > 𝛼𝑞 при всех 𝑞 ∈ N;
2) при любом 𝑚 ∈ N множество предельных точек последовательности дробных

частей {𝛽𝑞𝜈𝑚}, 𝑞 = 1, 2, . . . содержит точки 𝜉 и 𝜂.
Доказательство.Известно, что при любом𝑚 ∈ N число 𝜈𝑚 трансцендентно (см.,

например, [7, гл. 7, п. 7.9]). Поэтому множеством предельных точек последовательности
{𝜈𝑚𝑛}, 𝑛 = 1, 2, . . . является отрезок [0, 1]. Пусть 𝜉, 𝜂 ∈ [0, 1] и 𝜉 ̸= 𝜂. Согласно сказан-
ному выше, при любом 𝑚 ∈ N существуют последовательности {𝜉𝑞,𝑚}∞𝑞=1 и {𝜂𝑞,𝑚}∞𝑞=1 из
натуральных чисел, такие что

lim
𝑞→∞

𝜉𝑞,𝑚 = 𝜉, lim
𝑞→∞

𝜂𝑞,𝑚 = 𝜂.

Построим теперь последовательность {𝛽𝑞} следующим образом. Выберем 𝛽1 ∈ {𝜉𝑞,1},
𝛽2 ∈ {𝜂𝑞,1} так, что 𝛽1 > 𝛼1 и 𝛽2 > 𝛼2. Затем выбираем 𝛽3 ∈ {𝜉𝑞,1}, 𝛽4 ∈ {𝜉𝑞,2},
𝛽5 ∈ {𝜂𝑞,1}, 𝛽6 ∈ {𝜂𝑞,2} с условием 𝛽𝑗 > 𝛼𝑗 при всех 𝑗 = 3, 4, 5, 6. На следующем шаге
выбираем 𝛽7 ∈ {𝜉𝑞,1}, 𝛽8 ∈ {𝜉𝑞,2}, 𝛽9 ∈ {𝜉𝑞,3}, 𝛽10 ∈ {𝜂𝑞,1}, 𝛽11 ∈ {𝜂𝑞,2}, 𝛽12 ∈ {𝜂𝑞,3}
с сохранением условия 𝛽𝑗 > 𝛼𝑗 при любом 𝑗 ≤ 12. Повторяя этот процесс, получим
последовательность {𝛽𝑞}∞𝑞=1, удовлетворяющую требуемым условиям 1) и 2). □

Следствие 1. Пусть 𝑟 > 0. Тогда для любой возрастающей последовательности
{𝛼𝑞}∞𝑞=1 существует 𝑟-допустимая последовательность {𝑅𝑞}∞𝑞=1, такая что 𝑅𝑞 > 𝛼𝑞

при всех 𝑞.
Доказательство. Пусть 𝜉, 𝜂 ∈ (0, 1), 𝜉 ̸= 𝜂. Положим 𝑅𝑞 = 𝜋𝑟𝛽𝑞, где {𝛽𝑞}∞𝑞=1 —

последовательность из леммы 6, построенной для последовательности {𝜋𝑟𝛼𝑞}∞𝑞=1 вместо
{𝛼𝑞}∞𝑞=1. Тогда для любых 𝜆 ∈ R,𝑚 ∈ N имеем

lim
𝑞→∞

⃦⃦⃦𝜈𝑚
𝜋𝑟
𝑅𝑞 − 𝜆

⃦⃦⃦
= lim

𝑞→∞
‖𝜈𝑚𝛽𝑞 − 𝜆‖ =
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= lim
𝑞→∞

‖{𝜈𝑚𝛽𝑞} − {𝜆}‖ ≥ max {‖𝜉 − {𝜆}‖, ‖𝜂 − {𝜆}‖} > 0.

Это означает, что последовательность𝑅𝑞 является 𝑟-допустимой и утверждение доказано.
□

4. Доказательство основного результата. Перейдем к доказательству теоремы 1.
Как известно, для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐾𝑟)(𝑧) площадь поверхности графика 𝑓 , рас-
положенного над кругом 𝐾𝑟(𝑧), равна

𝑆(𝑓,𝐾𝑟(𝑧)) =

∫︁
𝐾𝑟(𝑧)

(︃
1 +

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝜉

)︂2

+

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝜂

)︂2
)︃1/2

𝑑𝜉𝑑𝜂.

Пусть𝑚 ∈ {1, 2, 3}. Для данных 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω) положим

𝑔𝑚(𝜉, 𝜂) =

(︃
1 +

(︂
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝜉

)︂2

+

(︂
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝜂

)︂2
)︃1/2

, 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ Ω.

Тогда имеем
𝑆(𝑓𝑚, 𝑟, 𝑧) =

∫︁
𝐾𝑟(𝑧)

𝑔𝑚(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 = (𝑔𝑚 * 𝜒𝑟)(𝑧)

где 𝜒𝑟 — индикатор круга 𝐾𝑟, 𝑧 ∈ Ω, 𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω, 𝑟 = 𝑟1, 𝑟2. Пусть

ℎ1 = 𝑔𝑖 − 𝑔𝑗, ℎ2 = 𝑔𝑗 − 𝑔𝑘. (29)

Тогда условия (3) и (4) можно записать в виде

ℎ1 * 𝜒𝑟1 = 0, ℎ2 * 𝜒𝑟2 = 0. (30)

Кроме того, из (5) следует, что∫︁
𝑈(𝑅𝑞,2,𝑟1)

|ℎ1 * 𝜒𝑟2(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑜
(︁√︀

𝑅𝑞,1

)︁
(31)

и ∫︁
𝑈(𝑅𝑞,1,𝑟2)

|ℎ2 * 𝜒𝑟1(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑜
(︁√︀

𝑅𝑞,2

)︁
(32)

при 𝑞 → ∞. Полагая 𝐻1 = ℎ1 * 𝜒𝑟2 , 𝐻2 = ℎ2 * 𝜒𝑟1 , из (30) находим

𝐻1 * 𝜒𝑟1 = 0, 𝐻2 * 𝜒𝑟2 = 0

в области 𝐺𝑅 при достаточно большом 𝑅 > 0. Используя (31) и (32), из этих равенств и
леммы 5 получаем 𝐻1 = 𝐻2 = 0 в 𝐺𝑅. Таким образом,

ℎ1 * 𝜒𝑟2 = 0 и ℎ2 * 𝜒𝑟1 = 0 в 𝐺𝑅.

Сопоставляя эти равенства с (30), по теореме о двух радиусах (см. [10]) имеем ℎ1 = ℎ2 = 0
в 𝐺𝑅. Снова используя равенства (30), отсюда и из леммы 4 заключаем, что ℎ1 = ℎ2 = 0
вΩ. В силу (29), это означает, что 𝑔𝑖 = 𝑔𝑗 = 𝑔𝑘 вΩ. Тогда площади поверхностей графиков
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функций 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, расположенных над любым компактным подмножеством𝐸 ⊂ Ω, равны.
Отсюда и из теоремы Дзядыка заключаем, что (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒟Ω. Таким образом, теорема 1
полностью доказана.
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ANALOGS OF DZYADYK’S THEOREM ON THE GEOMETRIC DESCRIPTION OF
HOLOMORPHIC FUNCTIONS

V.V. Volchkov, Vit. V. Volchkov
Dzyadyk’s classical theorem on the geometric description of holomorphic functions is refined in the

following direction. The case is investigated when, instead of equality of the areas considered in the theorem,
only upper estimates are required for their difference in terms of special integral averages. In this case, the areas of
surfaces over circles whose radii belong to a given two-element set of positive numbers are considered.

Keywords: holomorphicity, Pompeiu sets, two-radii theorems, Bessel functions, spherical transform, convolution.
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