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Исследуются условия существования частных решений полиномиальной структуры 

дифференциальных уравнений задачи о движении гиростата в поле действия потенциальных и 

гироскопических сил, относящихся к уравнениям Кирхгофа-Пуассона. Построено два новых решения 

рассматриваемой задачи, которые описываются элементарными функциями времени. 
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Введение. Математическое моделирование сложных механических систем, 

деформациями которых можно пренебречь (гироскопические и спутниковые 

конструкции, роботы, манипуляторы, устройства, имитирующие живые организмы 

и др.), базируется на основных результатах аналитической механики (динамических и 

кинематических характеристиках, законах и теоремах данной области науки). 

К настоящему времени получены значительные обобщения классической задачи о 

движении твердого тела под действием силы тяжести [1, 2]. Наиболее известными из 

них являются, например: задачи о движении гиростата в полях сплошной структуры 

(задача о движении гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил, и 

задача о движении гиростата в магнитном поле с учетом эффекта Барнетта-Лондона) и 

задачи о движении системы связанных твердых тел и твердого тела, содержащей 

идеальную несжимаемую жидкость [3, 4]. 

Математические методы исследования задач динамики гиростата имеют большое 

значение. Поскольку уравнения движения гиростата, как правило, неинтегрируемы в 

квадратурах по Якоби [5–7], то при математическом моделировании в указанных 

задачах важно не только получить модели в виде систем дифференциальных 

уравнений, но и установить наиболее важные для практики программные движения 

механических систем. Это обстоятельство объясняет актуальность построения новых 

частных решений динамики твердого тела и гиростата [8, 9], которые не только 

позволяют применять геометрические методы исследования движения, но и приносят 

дополнительную информацию об интегральных многообразиях [10]. 

В работе проводится исследование условий существования решений 

специального полиномиального класса уравнений Кирхгофа-Пуассона задачи о 

движении гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил, начатое в 

статьях [11, 12]. Рассматриваются варианты, когда функции, задающие инвариантные 

соотношения для первой и второй компонент вектора угловой скорости гиростата и 

орта оси симметрии силовых полей являются алгебраическими многочленами второй 

степени от вспомогательной переменной, а составляющая третьей компоненты 

указанного единичного вектора является рациональной функцией этой переменной. 

Получены новые случаи интегрируемости уравнений движения гиростата. 

Постановка задачи. Преобразование уравнений движения гиростата. 
Рассмотрим движение заряженного и намагниченного гиростата с неподвижной точкой 
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в поле действия потенциальных и гироскопических сил. Возникновение потенциальных 

сил обусловлено ньютоновским притяжением масс и взаимодействием магнитов с 

постоянным магнитным полем, электрических зарядов с электрическим полем. 

Лоренцевое воздействие постоянного магнитного поля на движущиеся в пространстве 

электрические заряды и циклические движения роторов в теле-носителя гиростата 

определяют гироскопические силы. Центры ньютоновского и кулоновского 

притяжений лежат на оси, проходящей через неподвижную точку, направляющий 

вектор которой коллинеарен вектору напряженности постоянного магнитного поля. 

Дифференциальные уравнения движения такого гиростата относятся к 

уравнениям Кирхгофа-Пуассона и в векторной форме таковы [3, 4]: 

   , .A B C                    s    (1) 

Эти уравнения допускают первые интегралы 

         0 02 2 , ,2 2 1.EA C A B                       s  (2) 

В (1), (2) обозначено:  1 2 3, ,    – угловая скорость гиростата; 

 1 2 3, ,    – орт оси симметрии силовых полей;  1 2, ,0   – вектор, 

характеризующий движение носимых тел в гиростате;  1 2, ,0s ss  – вектор 

обобщенного центра масс;  1 2 3, ,diag A A AΑ  – тензор инерции гиростата, 

построенный в неподвижной точке;  1 2 3, ,diag B B B   и  1 2 3, ,diag C C CC   – 

матрицы, характеризующие гироскопические и потенциальные силы, соответственно;

0E  и 0  – постоянные интегралов. 

Поставим задачу о нахождении и исследовании условий существования у 

уравнений (1) решений вида: 

       
 

 1 2 3
2 2

1 2 3, , , , , ,Q R R  


          


     
æ

   (3) 

где          , , , ,Q R      æ  – дифференцируемые по   функции на множестве 

действительных чисел. 

Преобразуем уравнения движения гиростата (1) и геометрический интеграл из (2) 

при помощи соотношений из (3). Получим: 

           
1 1 ;Q R        
   æ    (4) 

                  

                 2 2 2

, ;

2 ;

Q

R Q

               

             

      


  

æ æ

æ æ
  (5) 

           
      

           
    

2
1 3 2 3 2

2 3 2 2

2
2 1 3 3 1

3
1 3 1 1

2 Ω

,

Ω

,

A C C B Q s

A A Q B

A Q C C B s

B A A

       

      

        

    

       

   

      
 

   

æ

æ
  (6) 
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           
       

2
3 2 1 2 1

2 2
1 2 1 1 2 2

Ω 2

;

A R C C B s

Q A A B s

        

        

      
 

      
 

 

        2 2 2 21 0.R         æ    (7) 

В уравнениях (4) – (6) штрихом обозначена производная по вспомогательной 

переменной  . После интегрирования кинематических уравнений (5) и динамических 

уравнений (6) зависимость   от времени t  устанавливается из уравнения (4). 

Полиномиальная структура в решении вида (3). Общая система условий на 

параметры. Рассмотрим случай когда функции, задающие инвариантные соотношения 

для компонент векторов  ,   из (3) являются алгебраическими многочленами от  : 

     

   
1

2 2
2 1 0 2 1 0

0

2
2 1 0

0

, , ,

, .

n
i

i

i

n
j

j

j

Q b b b R c a a a

g g g f

        

     





      

   



æ

  (8) 

Здесь  1, , , , , 0,2; 0, ; 0,k k k i jb a g c f k i n j n    – неизвестные постоянные, 

подлежащие определению; n  и 1n  – целые неотрицательные числа. 

Оценка значений максимальных степеней полиномов  R   и  æ  в решении 

(3), (8) и анализ результатов дают два возможных варианта для динамики твердого тела 

таких значений: 

1 11 . 4, 1; 2 . 2, 2.n n n n        (9) 

Подставим многочлены из (8) при 4n   и 1 2n   в уравнения (5), (6), а также 

геометрический интеграл (7), и потребуем их тождественности при всех  . Получим 

общую систему условий на параметры задачи и исследуемого решения, которые 

характеризуются алгебраическими уравнениями: 

*
1 2 2 4 0,A f g d          * *

1 2 1 1 4 2 32 2 0A a f g d g d    , 

  * *
1 1 0 1 3 2 22 2 0A a f g d g d    ,     

* *
1 0 1 2 2 12 2 0A a g d g d   , 

* *
1 1 2 02 0g d g d  ,     

*
1 0 0g d  ,     

*
1 2 2 2 4 0Ab f a d  , 

  * *
1 2 1 1 2 2 1 4 2 32 2 0A b f b f g a d a d     , 

  * *
1 2 0 1 1 0 2 1 1 3 2 22 2 0A b f b f b f g a d a d      , 

  * *
1 1 0 0 1 0 1 2 2 12 2 0A b f b f g a d a d     , 

* *
1 0 0 1 1 2 02 2 0Ab f a d a d   ,   

*
1 0 0a d  ,   

* *
6 4 0d  ,   

* * * *
5 4 6 3 0d d   , 

 * * * * * *
4 4 5 3 6 2 1 2 2 24 0d d d A g b a       , 

 * * * * * * * *
3 4 4 3 5 2 6 1 1 1 2 1 1 24 0d d d d A g b a b a          , 

 * * * * * * * * * *
2 4 3 3 4 2 5 1 6 0 1 0 2 0 1 1 0 24 0d d d d d A g b a b a b a             , 
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 * * * * * * * * * *
1 4 2 3 3 2 4 1 5 0 1 1 0 0 14 0d d d d d A b a b a           , 

* * * * * * * * * * * *
0 4 1 3 2 2 3 1 4 0 5 0 1 0 04 0d d d d d d Ab a            ,   (10) 

* * * * * * * *
0 3 1 2 2 1 3 0 0d d d d       ,   * * * * * *

0 2 1 1 2 0 0d d d     ,   * * * *
0 1 1 0 0d d   , 

* *
0 0 0d  ,   

*
2 2 4 1 2 1 0A b d A f   , 

   * *
2 1 4 2 3 1 1 1 2 1 1 2 3 12 2 0A b d b d A f f a B a A A        , 

    * *
2 1 3 2 2 1 0 1 2 0 1 1 12 2 0A b d b d A f f B f a        , 

   * *
2 1 2 2 1 1 1 0 0 1 22 2 0A b d b d A f f a       , 

 * *
2 1 1 2 0 1 0 02 2 0A b d b d A f    ,   

*
1 0 0b d  ,    

*
4 4 0c d  , 

   * *
3 3 4 4 3 1 2 4 2 33 4 4 0A c d c d A g b     , 

    * * *
3 2 4 3 3 4 2 1 2 1 1 4 1 3 1 2 12 3 4 4 0A c d c d c d A g a g b B b a           , 

 * * * *
3 1 4 2 3 3 2 4 12 3 4A c d c d c d c d     

  1 1 1 0 4 0 3 1 1 1 2 1 2 2 2 2 24 0A g a g b B b a g b s a                , 

    * * * *
3 1 3 2 2 3 1 4 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 2 2 12 3 4 4 0A c d c d c d c d A g a B b a g b s a             , 

   * * *
3 1 2 2 1 3 0 1 0 1 0 2 2 02 3 4 0A c d c d c d A g b s a       , 

* *
1 1 2 02 0c d c d  ,   

*
1 0 0c d  , 

 2 2 2 2
0 0 0 2 1 0 0 1 1 0 21 2 2 0a g f f f c f f c f c       . 

Здесь 

3 2C C   ,   1 3C C   , 

2 3 2 2B b g   ,   1 3 1 1B b g   ,   0 3 0 0 2B b g s    , 

*
4 2 2d f  ,    *

3 1 2 2 1 2 2 2 3 2d f f B g A A b      , 

 *
2 0 2 1 1 2 0 2 1 2 3 1d f f f B g A A b        , 

 *
1 0 1 1 0 2 0 2 3 0 2d f f B g A A b        ,   

*
0 0 0d f  , 

*
6 4 26c f  ,   

*
5 4 1 3 24 5c f c f   ,   

*
4 4 0 3 1 2 22 3 4c f c f c f    , 

*
3 3 0 2 1 1 22 3c f c f c f    ,   

*
2 1 1 0 22c f c f   ,   

*
1 1 0c f   ,   

*
0 0 02c f   , 

1 2 3a B   ,   0 0 1a s   , 

 4 2 2B a     ,   3 1 2 1 2A A B a    ,   2 1 1 0B a   ,    1 1 0s a     . 

Одно новое частное решение. Изучим первый вариант из (9). Коэффициенты 

многочленов из (8) решения (3) установим из условий совместности системы 

уравнений (10) со свободными параметрами 2A , 3A , 1f , 0f , 2a . Полагая в этой 

системе 2 0f  , запишем ее решение:  
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    
    2 62

1 2 3 0 2 2 32 2 3 2
2 1 1 0 2 1 2

4 4 4 2

4 2

a
A A A f g A A

a f g f g f g

    
  

  

 

       2 2 4 3
2 1 2 3 1 0 2 2 1 2 3 2 3 1 1 0 1 22 2a f a A f f g a f A A a A f f f g g         

       2 2 2
2 1 2 1 0 2 2 2 1 1 1 1 2 0 24 4a f a f f g a a f f f g A f g        

  
 

      3 2
2 1 2 1 2 1 13a f a f A f g   , 

1 1 2B k B ,   3 2 2B k B , 

       
  2 8

2 2 3 2 0 1 222 2 3 4
2 1 1 0 2 2 1 1 0 2 1 2

1
32

4 2 2
B A A a f g g

a f g f g a f g f g f g
   

   
 

       2 2 3 7
2 3 2 1 3 2 1 0 2 2 1 2 2 2 3 132 16 5 3A A a f A a f f g a f a A a A f         

         3 2 2 2 6 2
2 3 1 2 1 3 2 2 0 1 2 2 1 2 1 1 2 23 8 4A A f A f A a a f g g a f a f f a A          

          2 2 2 2 2
2 1 2 1 3 2 1 1 2 1 2 3 2 3 2 2 1 1 2 03 4 2a f a f A a f g a f A A a A a A f f a f          

         
2 22 5 2 2 2

3 1 1 0 2 2 1 3 2 2 1 1 1 2 1 24 2 4 2A f g f g a f A A a f f g a f a
         

 

         2 2 2 2 4
2 1 1 2 2 1 3 2 2 0 1 2 2 1 2 3 13 2 2 8 2a f f A a f A a a f g g a f A A f        

 

          
2 22 2 2 2 2 3

2 3 2 1 1 2 1 2 0 2 0 2 2 1 2 1 1 12 3 4 2A A a f g a f A f a f g a f a f f g       
 

 

     
22 23 2 2

2 1 2 0 2 1 0 2 2 1 2 2 12 2 6 2a f a f a f f A a g g a f     


  (11) 

         3 22 2 2 3
2 2 1 1 2 2 1 0 1 2 2 1 2 1 2 2 1 18 5 3 3a a f f A a f f g g a f a f A a f g      , 

 
    2

1 1 2 3 2 1 1 1 2 3 12
* 2 1 2 2

1
4 2 2 2

4
k A A A B f f A A A f

B f a g
         

       5 2 4
2 2 2 2 0 2 1 1 2 3 2 1 1 1 2 1 2 3 2 13 4 2 4 4A a a g f a f A A A B f f g g A A A a f         


 

      2 2 3 2
1 2 1 2 2 2 0 2 1 2 3 2 1 1 2 18 5 12 2 2 2 8 5A A f A a a f g A A A a f A A f          

        2 2 3
2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 0 0 2 1 1 1 2 23 3 2 2A a a f g g a f a f f g a f f g A a      


, 

       5
2 2 3 2 1 0 2 2 1 2 3 22

* 2 1 2

1
8 2 4 7 4

4
k A A B f f g a f A A a

B f g
         

       3 2 2
1 2 3 1 0 2 1 2 3 1 1 2 2 1 2 22 4 3A A A f f g A A A f g g a f A a         

     2 1 0 2 2 1 1 12 2a f f g a f f g      , 

 
       7 2 5

3 2 0 2 2 1 2 3 2 2 1 0 22
2

* 1 2

1
8 4 7 4 2

4

A A f g a f A A a B f f g

f g





        

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        2 4 2 3
1 2 1 1 1 2 2 1 3 2 2 1 1 2 2 1 0 24 2 4 4 4 3A B f f g g a f A A a f A a A f f g          

     
2 22

2 1 1 1 2 2 1 1 2 2 14 3 6a f f A a A f g g a f       

    32 2
2 1 2 0 2 2 2 1 2 2 1 12 3a f a f A g a f A a f g    


, 

 
      2 2

1 2 3 1 2 1 2 1 2 1 22
* 2 1 2

1
4 2 2 3

4
A A A f a f B f a f A

a f g



        


 

      5 2 4
3 1 2 0 2 2 1 2 1 1 2 3 1 1 2 1 2 24 4 2 9 4A f a f g a f B f A A A f g g f a A          

        2 3
3 1 2 1 2 1 2 0 2 1 3 1 1 2 2 28 8 5 4 2 3A f a A A f a f g A A f f a A a         

          22 2 2
2 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 0 2 2 1 1 1 2 25 8 2 2 3A A f a f g g a f a f f g a f f g A a       , 

  

 
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1 1 2 3 2 1 12 3
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2
4 2

8

f a f g f g
A A A B f f

a f g



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       

      2 5 2 4
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
 

      2 2 3
2 3 2 1 1 2 1 2 2 2 0 2 1 2 3 2 12 9 8 8 5 4 2 2 2A A a f A A f A a a f g A A A a f          

      22 2 2
1 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 0 28 5 3 2 2A A f A a a f g g a f a f f g        

   2
2 1 1 1 2 23a f f g A a  


,    2 0 1 0 0 1 2 2f g g f b k B     ,   1 0s  ,   2 0s g  , 

  2
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b

g f

 
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    

 

23 2
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1 2
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4
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b

g f

     
  , 
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2

2
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a

g

 
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2 2
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4 2
1

a g
c

f


  ,   0 0c  ,   1 0c  ,   0 0b  , 

   3 2
0 2 1 1 2 2 1 0 2 2 1 2 1 2 1

3 3
1 2

2 2 2f g f g g a f f a g f a f a g
c

f g

    
 , 

     22 4 2 3 2 2
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1
4 8 4

4
c f g g f f g g g f a a f f g g
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        

     22 2 3
2 1 2 1 1 0 1 2 2 1 1 12 3a f a f f f g g a f f g     , 

     
 
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4
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g
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     
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     
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2
2
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f g
g A A g

a f a f a f a g A f

   


   
 

       2 2
2 3 1 2 2 2 2 2 1 2 1 1 2 2 22 3 4 2A A f A a a g a f a f f a A a         
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Здесь 
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    3 2
* 0 2 2 1 2 1 0 2 1 12 2f g a f a f f g f g      , 

       2 8 2 6
2 3 2 2 3 2 1 2 1 2 2 1 3 22 2 3A A g A A a f a f A a f A g          

        2 3 2 2 2
2 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 3 26 5 2 3a f a f f a A a a f f A A a         

         2 2 4 2 2
2 1 3 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1 29 2 2 2a f A g a f a a f a f a f A        

      
2 23 2 2 3 2 4 2

2 2 1 2 1 1 3 2 2 2 1 1 1 2 23 11 6 4 2a a f a f f A A g a f a f a A       . 

Для параметра 2g  получено уравнение 2 2
0 2 0 1g c f  .  

Функцию  t   находим из дифференциального уравнения (4) 

 
1* 2 2

3 4 3 2 12d c c c A   


   .    (12) 

Укажем при выполнении условий (11) действительный числовой пример решения 

(3), (8), (12). 

Пусть 

2

4

5
A a ,   3A a ,   1 3f g ,   2 2a g ,   0f f , 

0 18649  ,   
0 2143290 818

1296
g f


 ,    0, 0a f  .   (13) 

Тогда параметры задачи и исследуемое решение таковы: 

0
1

4139 17

2160
A a


 ,   0

1

387133 871

747360
B a

g


 ,   0

2

3871 639973

747360
B a

g

 
 , 

0
3

4783 386005

747360
B a

g

 
 ,   0

2

9897 77

62280
a

g





 ,   0

2

3403 482281

1494720
a

g





 , 

  2
0

3

213353 863
0; ; 0

10089360

af

g

 
  
 
 

s ,     (14) 

 
2

0 02
101953 899 ; 1397 46477; 0

1681560

af

g
    ; 

2
1  ,   

 0
2

553 5

3 432

f

g


 

 
   

 
,    

2
2 *

3
9

R


  , 

 * 2
2 1 0R h h h     , 

2 5h   ,   1

2

3

f
h

g
  ,   

  2
0

0 2

589 78593

23328

f
h

g

 
 ,   (15) 

 0
1

91
2

216

f
v g


 
 

  
 

,   
    2

0 02
2

125 553 5

108 1296

f f
v g

g

 
 

 
   , 

 *
3

3

f
v g R 

 
  
 

, 
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Функция  t   удовлетворяет уравнению 

 
2

*

6
R


  ,    (16) 

где  

 1 2;   , 
 0

1

72 5890 780746

1080

f

g




 
  , 

 0

2

72 5890 780746

1080

f

g




  
 . 

На указанном в (16) отрезке изменения  , исключая граничные значения, 

квадратичная функция  *R   принимает положительные значения. Следовательно, 

действительность решения (13)–(16) установлена. Обращением интеграла, 

вытекающего из (16), имеем  

 
   

*
*0 11

03 2
0 000

2 1 1
ln

2 62

Rh hh
R t t

h hhh




 


    . 

Данное уравнение является трансцендентным уравнением на переменную  . 

Получение явной зависимости невозможно. Однако, на основании уравнения (16) и 

свойства значений 1 , 2   1 20, 0    можно сделать вывод о том, что точку 0   

содержит область изменения  t . Это означает, что при t   переменная   0t  , 

то есть движение гиростата характеризуется в силу (15) свойством асимптотичности к 

состоянию покоя. 

Решение (13)–(16) характеризуется двумя линейными инвариантными 

соотношениями вида 1 1 1 2 2 0 0v v       , 2 1 1 2 2 0 0v v       , производная 

которых в силу уравнений (1) не обращается тождественно в нуль. 

Второе новое частное решение. Рассмотрим второй вариант из (9), для которого 

решение уравнений (1) таково: 

2
1  , 

2
2 2 1 0( )Q b b b       ,  

2 2
3 2 1 0( ) ,R c c c        

   2 2
1 2 1 0 2 2 1 0, ,a a a g g g                   (17) 

 
    2

3 2 1 0, .R f f f


    


   
æ

æ  

Коэффициенты многочленов решения (17) найдем из условий совместности 

системы (10), в которой свободными параметрами являются величины 1A , 2A , 2b , 2g , 

1f . Запишем решение этой системы, положив в ней 4 0c  , 3 0c  : 

   2 3 6 2 2 5
3 2 3 2 2 1 2 3 2 2 1 3 2 2 2

1 2 2 2

4
4A A B g b A A B g A f B A g b

g b 
       

      2 4 4 2
1 3 1 2 1 1 2 3 1 2 3 2 2 2 1 2 2 32 2 2 2 2A B f A f A A B f g B A g b A A g B          

    2 2 2 3
1 2 3 1 3 1 1 2 1 2 2 1 2 1 22 2 2 3 2 3A A B f B f A A A A g A A f b           

       2 2 2
1 2 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 1 2 22 2 4 2 2 3A A A A A A B f g B A A A A f g b         



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2023. – № 4 

Зыза А.В.  27 

     2 2 2 2 4 2 2
1 2 3 1 1 3 1 2 1 1 3 2 2 2 1 3 1 22 4 2 3 4A A B f A B f g A f B g A b A B f g      , 

1 1 3B k B ,   2 2 3B k B , 

   2 3 8 2 2 7 2 2 6
3 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2
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2 12 6 7 24

4
B A g b A f g b A A g A f A g b


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       2 3 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 1 2 22 6 2 3 2 16A A A A f g b A A A A g A f g b         

  2 2 2 2
2 1 2 1 1 1 1 2 1 1 22 5 2 8 8A A g A f A f b A f g      

   3 2
2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 12 2 2A g b A f b A A g b A f      , 

    2 5 2 2 2 4 2
1 2 3 2 2 2 3 2 2 2 1 2 3 1 3 22

1 3 2 2

1
4 2 3 2 2k A B g b A B g g b A A B f B g

B g b
          

        3 2 2
1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 3 2 3 2 23 4 2 2 3 4A A A f b A A A A A f B g B g b         

      2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 1 2 1 3 2 13 2 4 4 5 4A A B f g B A A A f b A B g f       , 

     2 5 2 4
2 2 3 2 2 1 2 2 3 2 2 1 3 2 2

1 3 2

1
2 2 2 2k A B g b A A A B g A f B g b

B g
         

      2 3
1 2 3 1 3 2 1 2 2 1 2 1 2 12 2 5 4 2 2 3A A B f B g A A A f b A A A          

        2 2 2 3
2 3 1 2 2 2 1 2 3 1 3 2 1 2 1 1 2 3 23 4 2 2 2 4 3 2A B f A g b A A B f B g A A A f b B g         , 

1 3 2 2
2
2

A B g b

g



 , 3 2 2 2

2
2 2

B g A b

g b



  , 

    2 2
1 2 1 3 2 2 1 2 3 1 2 2 1 12 2

1 2 2 2 2

2
2 2 2 2A f B g b A A B f g b A f

f g b


 
         

   3 2 6 2 2 2 2 4 5
2 2 1 2 1 2 3 1 2 2 2 1 3 2 2 2 22 2 6 7 8A g f b A A B f A g A f B g A g b        

      2 2 2 2 4 3 3 4
1 2 3 1 2 1 2 1 2 2 3 2 3 2 2 1 22 8 7 7 2 3 2 4 4A A B f A f g A A A B g B g A f b         

   2 2 2
1 1 2 2 1 2 3 1 3 1 2 28 15 6 2 2 11 2A A A A A A B f B f A g        

    2 4 2 2 3
1 2 3 1 3 2 1 2 3 1 2 1 2 24 3 4 2 8 3 12A A B f B g A A B f A f g b        

      2 2 2
1 2 1 1 2 3 1 3 1 2 1 2 1 1 2 212 4 11 8 2 4 14 7A A A A A B f B f A f g A A A A          

     2 2 4 2 3 2
3 1 1 1 2 3 3 2 1 2 1 2 1 2 12 2 2 4 4 2 5B A f f g B B g A A f b A A A        

       2 2 4 2
1 2 3 1 3 1 2 1 2 3 1 3 2 1 3 1 1 2 1 2 22 3 3 2 2 3A A B f B f g A A B f B g A B f A A f g b         

   2 2 2 2 2
1 2 1 3 1 2 3 1 24 2 f g A B f g B f g   , 

   2 2 0 3 2 0 0 3 0 2 1B g A A b g B b s f       ,   (18) 
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    2 2
1 2 1 3 2 2 1 2 3 1 2 2 1 12 2

1 2 2 2 2

2
2 2 2 2s A f B g b A A B f g b A f

f g b 
         

       2 5 2 2 2 4 2 4
2 1 3 2 2 2 2 2 1 3 2 2 3 1 2 2 22 2 4 2A f B g A g b A f B g A B f A g b        

      2 3 2 2 4
1 2 3 1 2 1 1 2 3 2 2 2 1 2 1 3 211 10 8 2 2 4A A B f A f A A B g g b A A f B g         

      2 2
1 2 1 2 1 2 3 1 2 22 2 3 2 4 5A A A A A A B f g b       

     2 2
1 2 3 1 1 1 1 2 3 2 2 2 1 3 1 24 5 8 3 2 4A A B f A f A A B g g b A B f g      , 

      1 1
2 2 1 1 2 3 2 1 2 1 1 1 0 2 3 1 1 0 2s f A a g A A b B g g f g f B b f b f          , 

   2 2 2
1 2 1 3 2 2 1 2 2 2 1 1 3 2

2 2

2
b A f B g b A A g b A f B g

f
       
 

, 

     2 3 2 2 2
0 2 1 3 2 2 2 1 2 3 1 2 2 1 22

2 2

2
2 2b A f B g g b A A B f g A f b

f
       


 

   2 2
1 1 3 2 2 2 1 1 3 2 12A f B g g b A f B g f    


, 

 2 2
2 2

2 2
2

1b g
c

f


  ,       

2
2 3 22

1 2 1 3 2 2 1 2 3 1 2 23
2 2

2
3 4 2 2

g
c A f B g b A A B f g b

f
       

   2
1 1 3 2 2 1 2 3 1 24 2A f B g A f b B f g    ,  

*
1

0 4
2

c
f


 , 

2 2 2a g b  ,       2 22
1 2 1 3 2 2 1 2 3 1 2 2 1 1

2 2

2
2 2 2 2

g
a A f B g b A A B f g b A f

f
      
 

, 

*
2

0 2
2

a
f


 , 

 2 2 1 2
1

2

2 g b f g
g

f


 ,  

*
3

0 2
2

g
f


 , 

0 0f  ,     
2 2

* 2 * *4
2 1 1 2 3f f      .  

Здесь 

  3 6 2 5 2 2 4
0 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 26 2 2 6A g b A f g b A A g A f g b      


 

       2 2 3 2 2 2
1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 22 7 4 3 2 4 5 3A A g A f f b A A g A A f g b         

  2 2 2
2 1 2 1 1 1 2 1 1 2 2 22 2 5 4 4A A g A f f b A f g g b   


, 

  2 4 10 2 3 9 2 2 2 8
2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 24 32 4 6 7 24A g b A f g b A A g A f A g b        

    2 2 7 2 2 4
1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 28 21 20 16 36 108 61A A g A f A f g b A A A A g        

     2 2 2 6 2 2 2
1 2 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 216 24 19 4 8 3 8 20 9A A g A f A f b A A A A g        

     2 5 4
1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 28 5 3 6 2 6 7A A A f f g b A A A A g        
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     2 2 2 2 2 4 2 2 2
1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 232 11 19 6 2 8 3 10 12 3A A A A g A A f f b A A A A g          

        22 3 4 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1 1 1 1 28 4 3 9 2 32 4 7 2A A A f f g b A A g A A g A f A f b         

    
22 2

2 1 2 1 1 1 1 2 2 1 2 18 3 2 8 16A A g A f A f g b f g A    , 

   3 2 2 2
1 2 2 2 2 1 3 2 2 1 2 2 2 1 1 3 24 2 4 3 4 2A g b A f B g b A A g b A f B g        , 

2 3 2 2 22B g A b   , 

    * 2 2 4 2 2 32
1 2 1 3 2 2 2 1 2 3 1 2 2 1 2 2

2

4 2 8 3
g

A f B g g b A A B f g A f g b


       


 

    2 2
1 1 3 2 2 1 1 2 2 1 1 3 24 2 2 4A f B g A f f g b A f B g        

     2 3 2 2 2
2 3 1 1 2 2 1 2 1 1 3 2 12 2 2 2A B f f g A f b A f B g f     


, 

     * 2 2
2 2 2 1 2 2 1 3 2 2 1 2 3 1 2 2 1 1

2

2
2 2 2 2b g f g A f B g b A A B f g b A f


        
 

, 

    * 2 2 4 4
3 2 1 3 2 2 1 3 2 2 2 2 1 3 1 3 22

2

2
2 2 4 2A f B g A f B g b g A A B f B g


        


 

      22 2 3 3
1 2 3 1 2 1 2 2 1 2 1 22 3 2 3 2A A B f A f g A f b A A        

       2 2 2
1 2 3 1 3 1 2 1 3 1 2 1 2 2 1 2 12 6 5 2 4 2A A B f B f g A B f A f g b A A A         

      2 2 2 4 2 2 2
1 2 3 1 2 1 2 1 3 2 1 2 1 3 1 1 3 2 1 26 4 2 2A A B f g A A f B g f b A B f A B g f g       


. 

Зависимость вспомогательной переменной   от времени в решении (17) 

устанавливаем из дифференциального уравнения, вытекающего из (4) 

    
12

2 1 22f a g R  


  .    (19) 

Укажем, при выполнении условий (18), (19) действительный численный пример 

решения (17) уравнений (1). Пусть 

1 3A a ,   2 4A a ,   1

3a
f

b
 ,   2

a
g

b
  ,   2 2b  ,    0, 0a b  . (20) 

Тогда из выполнений условий (18) имеем  

 
3

419

72

a
A


 ,   23497  , 

1

13608 115

4176
B b


 ,     2

8087 125

4176
B b


  ,     3

1401 13

464
B b


 , 

  22097 13

232

b

a





 ,     

  22311 13

928

b

a





  , 

    
2

1

2
33 215 2 ; 144 51037 8578943 ; 0

58

a

f b
   s ,   (21) 
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    
3

1

2 2
3 967 160227 ; 9 33449 5959253 ; 0

928

a

f b
     ; 

2
1  ,     

   

 

2
2

2 2

45 7 165
2

16 16

a a

fb fb

 
  

 
   , 

 
 

 

 

 

 

3 42
2 2

3 2 3 4

15 755

2 8

a aa
R

fb fb fb

 
   

 
     ,  (22) 

   2 3
2

1 2 2 3

67 672

8 8

a aa
v

b fb f b

  


 
   ,   

  32 2

2 2 2 3

12013 172

64

aa a
v

b fb f b

  
    , 

 3

3a
v f R

b
 

 
  
 

, 

где 

1 4
2371447127592

76274153 202237

a a
f

b b

 
  

 
,    1 2;   , 

 
1

15 2 5743 5

20

a

fb

 


  
 ,   

 
2

15 2 5743 5

20

a

fb

 


  
 . 

Функцию времени  t   получим обращением интеграла, вытекающего из 

уравнения  

 
 

2 67

2 16

afb
R

a fb


 

 
    
 

.    (23) 

На указанном в (22) отрезке изменения  , исключая граничные точки, 

квадратичная функция  R   принимает положительные значения. Следовательно, 

действительность решения (20)– 23) установлена. 

Построенное решение (20)–(23) можно характеризовать как решение с двумя 

линейными инвариантными соотношениями вида  

 2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 0 0 1 0g a g a g v a v a g a g      , 

       2 1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 0 0 1g a g a b g b g v b a b a v b a g a g         

   1 2 0 0 2 0 1 2 2 1 0b g a g a b g a g a     , 

производные от которых, в силу уравнений (1) не обращается тождественно в нуль на 

данных инвариантных соотношениях. Указанное решение не является частным случаем 

решения С.В. Скрыпник [13]. 

Выводы. В работе изучены условия существования двух новых случаев 

интегрируемости в задаче о движении гиростата под действием потенциальных и 

гиростатических сил. Новые частные решения не имеют аналогов среди решений 

классической задачи динамики твердого тела и задачи динамики тяжелого гиростата. 
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NEW CASES OF INTEGRABILITY OF KIRCHHOFF-POISSON EQUATIONS ON QUADRATIC 

INVARIANT RELATIONS 

 

A.V. Zyza 

 

We study the existence conditions for particular solutions of the polynomial structure of the differential 

equations of the gyrostat motion problem. This problem is considered in the action field of potential and 

gyroscopic forces related to the Kirchhoff-Poisson equations. Two new solutions to the problem under 

consideration, that are described by elementary functions of time, are constructed.  

Keywords: gyrostat; Kirchhoff-Poisson equations; polynomial solutions; potential and gyroscopic forces; 

Invariant relations.  
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