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Получено решение задачи построения системы базисных однородных решений для модели 

связанного пространственного термоупругого стационарного динамического деформирования 

функционально-градиентных трансверсально-изотропных плит из материалов с однофакторной 

экспоненциальной неоднородностью физико-механических характеристик по толщине. Аналитические 

представления однородных решений найдены с применением полуобратного метода. 
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Введение и цели исследования. Модели пространственного деформирования 

конструкционных элементов в виде упругих плит произвольной толщины с 

усложненными геометрическими и физико-механическими свойствами относятся к 

актуальным объектам исследований, связанных с проектированием деталей машин, 

приборов и строительных сооружений, а также с вопросами верификации результатов 

расчетного анализа конструкционных элементов данного типа с применением прямых 

численных и конечно-элементных подходов. Одним из весьма эффективных 

инструментов этих исследований является разработка и применение численно-

аналитического метода однородных решений, концепция которого заключается в 

построении базисных функциональных систем, элементы которых являются точными 

решениями дифференциальных уравнений модели, удовлетворяют граничным 

условиям на плоских гранях плит и в совокупности обладают достаточным 

функциональным произволом для удовлетворения функциональным краевым условиям 

на боковых граничных поверхностях с использованием рядов по базисным 

элементарным однородным решениям с неопределенными коэффициентами. 

Ретроспективу и актуальную характеристику выполненных исследований в области 

развития метода однородных решений содержат публикации [1–13], на основе 

обобщения которых может быть поставлена задача дальнейшей разработки основ 

данного метода применительно к изготавливаемым на базе применения аддитивных 

технологий 3D печати плитам из инновационных непрерывно-неоднородных 

функционально-градиентных анизотропных материалов, получающих все более 

широкое и эффективное применение во многих современных научно-технических 

отраслях [14–18]. В этой связи, целью настоящей работы является построение базисных 

систем элементарных однородных решений для модели пространственного 

стационарного динамического термоупругого деформирования функционально-

градиентных трансверсально-изотропных плит с однофакторной экспоненциальной 

поперечной неоднородностью физико-механических свойств. 

Основные соотношения задачи. Рассматривается трансверсально-изотропное 

функционально-градиентное упругое тело в форме плиты произвольной толщины h  со 
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срединной плоскостью S , занимающее в декартовой системе координат 321 xxOx  

область 

}0,),{(
321

hxSxxV  .                                         (1) 

Определяющие соотношения модели связанного пространственного стационарного 

динамического термоупругого деформирования [19] с циклической частотой   для 

рассматриваемой плиты, обладающей однофакторной экспоненциальной поперечной 

неоднородностью физико-механических свойств, которая описывается компонентами 

матриц модулей упругости )( 3xcij , коэффициентов линейного теплового расширения 

)(
3

x
ij

 , коэффициентов теплопроводности )(
3

xkij , параметрами теплоемкости )(
3

x  и 

плотности )( 3x  материала, а также параметром однофакторной экспоненциальной 

неоднородности  , могут быть представлены в форме  

 ),,()(),,()(),,()([),,,(
32133313321223123211131132111

xxxuxcxxxuxcxxxuxctxxx        (2) 

)exp()],,()(
321311

tixxxx   , 

 ),,()(),,()(),,()([),,,(
32133313321223113211131232122

xxxuxcxxxuxcxxxuxctxxx  

)exp()],,()(
321311

tixxxx   , 

 ),,()(),,()(),,()([),,,(
32133333321223133211131332133

xxxuxcxxxuxcxxxuxctxxx  

)exp()],,()(
321333

tixxxx   , 

)exp()],,(),,()(([),,,(
321233213234432123

tixxxuxxxuxctxxx   , 

)exp()],,(),,()(([),,,(
321133213134432113

tixxxuxxxuxctxxx   , 

)exp()],,(),,()(2/))()([(),,,(
321123212131231132112

tixxxuxxxuxcxctxxx   , 

где  

                        )exp()(
303

xcxc ijij  ,   )exp()(
303

xx ijij   ,   )exp()(
303

xkxk ijij  ,                   

)exp()(
303

xx   ,   )exp()(
303

xx   ,   jj
x / .                           (3) 

Система разрешающих уравнений относительно амплитудных составляющих 

),,(
321

xxxu
j

 в представлениях динамических упругих перемещений )exp(),,(
321

tixxxu
j

  

и амплитудной составляющей ),,(
321

xxx  для температурной функции 

)exp(),,(
321

tixxx   , имеет вид  

 ),,(])())(()2/))()(()([
3211

2

333443

2

2312311

2

1311
xxxuxxcxcxcxc                  

 ),,(])2/))()([(
321221312311

xxxuxcxc  ),,()])(()([
32131344331313

xxxuxcxc  

0),,(])([
3211311
 xxxx  , 

 ),,(])2/))()([(
321121312311

xxxuxcxc  

 ),,(])())(()()2/))()([(
3212

2

333443

2

2311

2

1312311
xxxuxxcxcxcxc   

 ),,()])(()([
32132344332313

xxxuxcxc 0),,(])([
3212311
 xxxx  , 

),,()])(()([(
32111313331344

xxxuxcxc   ),,()])(()([
32122313332344

xxxuxcxc  

 ),,(])())(()()([
3213

2

333333

2

2344

2

1344
xxxuxxcxcxc  0),,()]([

3213113
 xxxx  , 

 ),,(])([
32111311

xxxuxi  ),,(])([
32122311

xxxuxi  ),,(])([
32133333

xxxuxi  

0),,()]()))(())((([
321333333

2

2

2

1311

1

0
  xxxxixkxkT  .                       (4) 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2025. – № 2 

Сторожев В. И.,  Сторожев С. В.,  Фоменко М. В. 23 

На форму и порядок связности срединной плоскости плиты S  в процессе 

построения элементарных базисных однородных решений ограничения не 

накладываются. На плоских гранях плиты }0,),{(
3210
 xSxx  и 

},),{(
3211

hxSxx   в рассматриваемой модели в различных сочетаниях задаются 

механические краевые условия свободной от усилий поверхности 

0)()()(
333231


 jjj

 , жестко закрепленной поверхности 0)()()(
333231


 jjj

 , 

фиксируемой поверхности с проскальзыванием в плоскости 0)()()(
333231


 jjj

 , 

либо поверхности с абсолютно гибким нерастяжимым безинерционным тонким 

покрытием 0)()()(
333231


 jjj

 , а для краевые условия для температурной 

компоненты связанного термомеханического деформирования – условие 

теплоизолированной поверхности 0)(
3


j

 , условие свободного теплообмена 

0)(
3


j

 , либо условие поддержания на поверхности заданной температуры 

*)(  
j

. 

Получение представлений для базисных элементарных однородных 

решений. Для получения представлений базисных элементарных однородных решений 

применяется полуобратный метод [8, 12]. С использованием исходного представления 

амплитудных составляющих для базисных однородных решений потенциального типа  

)(),(),,(
312113211

xxxxxxu  , )(),(),,(
312123212

xxxxxxu  , )(),(),,(
32213213

xxxxxxu  , 

)(),(),,(
3321321

xxxxxx   ,   0),(),(
21

2

21

2  xxxxD  ,                           (5) 

и с учетом представлений (3), система разрешающих уравнений (4) сводится к системе 

обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 

относительно функций )3,1()(
3

jx
j

  

0)()()()()()()()(
33110324403244013031

2

110

2

03144031440
 xxcxccxcxcxc  ,  (6) 

 )()()()()()()(
32

2

440

2

023303233031

2

13031

2

440130
xcxcxcxcxcc   

0)()(
3333033330
 xx  , 

0)()()()()()(
33

2

110

1

0033330

1

033330

1

03233031

2

110
  xkTixkTxkTxixi  .   (6) 

Предварительно преобразуя (6) к виду (7) 

                       0)()()()()()(
331332123212311131113111
 xcxcxbxcxbxa  ,                  

233222222322231213121
)()()()()( bxcxbxaxcxb   0)()(

332333
 xcx  , 

0)()()()()(
33333333333332323131
 xcxbxaxbxc  ,                               (7) 

где  

44011
ca  ,  

44011
cb  ,  )( 2

110

2

011
 cc  ,  )(

44013012
ccb  ,  

44012
cc  ,  

11013
c ,        

2

44013021
)( ccb  ,   2

13021
cc  ,   

33022
ca  ,   

33022
cb  , 

)()(
32

2

440

2

922
xcc   ,   

33023
b ,   

33023
c , 

2

11031
ic  ,  

33032
ib  ,  

330

1

033
kTa  ,  

330

1

033
kTb  ,  )( 2

110

1

0033
 kTic  ,      (8) 

и применяя для решения (7) метод Эйлера, можно получить полиномиальное 

характеристическое уравнение для системы (7)  

0
01

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6
  pppppp ,                               (9) 
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в котором  

3322116
aaa ,   

3322112233111133225
baabaabaa  ,                             

2112332211333223113311223322111133222233113322114
bbabbabbabbabbacaacaacaa  , 


1122331133221221332211332233112332113311223322113

cbacbacbacbacbacbacbacba  

322311332112332211
bbbbbbbbb  , 


1332212233112211332332113123123113223321123322113311223322112

cbbcbbccacbbcbbccacbbcbbccacca  

113223113322123321
cbbcbbcbb  , 

2211332311323112233113223123123311223312213322111
ccbccbccbccbccbccbccbccb  , 

3122133123123322110
ccccccccc  .                                            (10) 

При введении обозначений 6

1
}{

jjp  для корней (10), решение системы (7) может быть 

записано в виде  

363534333231

66554433221131
)(

xpxpxpxpxpxp
eQeQeQeQeQeQx   , 

363534333231

66554433221132
)(

xpxpxpxpxpxp
eQeQeQeQeQeQx   , 

363534333231

66554433221133
)(

xpxpxpxpxpxp
eQeQeQeQeQeQx   ,                (11) 

где 

 2

3223332222333322

3

22333322

4

3322
)()( jjjj pbbbbcacapbabapaa  

3322332223322233
)( ccpcbcbcb

j
 , 

312331233321

2

3321

3

2133
)( ccpcbcbpbbpba jjjj  , 

31223122

2

31223221
)( ccpcbpcabb jjj  .                                        (12) 

Трансцендентное дисперсионное уравнение для определения множества 

значений спектрального параметра   для рассматриваемой задачи является следствием 

из граничных условий на плоских гранях плиты при конкретных вариантах их задания, 

и записывается как условие равенства нулю функционального определителя 

однородной системы линейных алгебраических уравнений относительно 

неопределенных постоянных коэффициентов 
j

Q . В частности, для плиты со 

свободными от напряжений теплоизолированными гранями 
0
  и 

1
  следствием 

краевых условий является система относительно 
j

Q  вида 


333322221111

)()()( QpQpQp  0)()()(
666655554444
 QpQpQp  , 


hphphp

eQpeQpeQp 321

333322221111
)()()(   

0)()()( 654

666655554444


hphphp
eQpeQpeQp  , 


11330113301

2

130
)( Qpcc  

22330223302

2

130
)( Qpcc   


33330333303

2

130
)( Qpcc  

44330443304

2

130
)( Qpcc   


55330553305

2

130
)( Qpcc  0)(

66330663306

2

130
 Qpcc  , 


hp

eQpcc 1

11330113301

2

130
)(  

hp
eQpcc 2
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
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а уравнение относительно спектрального параметра   может быть записано в форме  
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Для каждого значения корня 
m

  из множества 

1
}{

mm
  решений уравнения (14) 

соответствующие величины 
jm

Q  в представлениях (11) могут быть записаны в форме 

алгебраических дополнений 
jm

  к элементам j -го столбца четвертой строки матрицы 
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, и, в итоге, выражения для отвечающих величинам 
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базисных однородных решений потенциального типа принимают вид  
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где ),(
21

xx
m

  – метагармонические функции, определяемые из уравнений  

0),(),(
21

2

21

2  xxxxD
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                                                 (16) 

соответственно виду области S , занимаемой срединной плоскостью плиты. 

Далее, на основе исходного представления амплитудных составляющих в 

базисных однородных решениях вихревого типа  
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устанавливается, что следствием подстановки выражений (17) в систему уравнений (4) 

с учетом представлений (3) в данном случае является обыкновенное дифференциальное 

уравнение  
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с решениями вида 
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Базисные однородные решения вихревого типа описывают, тем самым, случай 

осциллирующего динамического напряженного состояния плиты, при котором 

механические деформации не генерируют тепловые поля и наоборот.  
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Трансцендентное дисперсионное уравнение относительно множества значений 

спектрального параметра   базисных однородных решений вихревого типа в частном 

случае плиты со свободными от напряжений теплоизолированными гранями имеет вид 

0)(),( 12
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

ss
eessG  ,  

а отвечающие значениям его корней 
m

  элементарные базисные частные решения 

вихревого типа могут быть записаны в форме 
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Заключение. Результатом представленных в работе исследований является 

получение аналитических представлений для элементарных базисных однородных 

решений в модели термоупругого пространственного стационарного динамического 

деформирования функционально-градиентных трансверсально-изотропных плит с 

однофакторной экспоненциальной неоднородностью физико-механических свойств по 

толщине. Для частного случая плиты со свободными теплоизолированными плоскими 

гранями дано описание дисперсионных уравнений относительно значений 

спектральных параметров, определяющих конкретные элементарные базисные 

однородные решения потенциального или вихревого типа. Результаты представленных 

исследований являются основой для получения решений различных классов задач о 

термоупругом стационарном динамическом деформировании различной конфигурации. 

Исследования проводились в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государственного 

задания (№ госрегистрации 124012400353-3). 
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HOMOGENEOUS SOLUTIONS FOR A ONE-FACTOR MODEL OF VOLUME 

DYNAMIC THERMOELASTIC DEFORMATION OF FUNCTIONAL-GRADIENT 

TRANSVERSAL-ISOTROPIC PLATES 
 

V. I. Storozhev,  S. V. Storozhev,  M. V. Fomenko 
 

A solution to the problem of constructing a system of basic homogeneous solutions for a model of 

coupled spatial thermoelastic stationary dynamic deformation of functionally graded transversely isotropic slabs 

made of materials with one-factor exponential heterogeneity of physical and mechanical characteristics across 

the thickness is obtained. Analytical representations of homogeneous solutions are found using the semi-inverse 

method. 

Keywords: plates of volume slabs of spatial geometry, plates of volume geometry, transversely isotropic 

functionally graded materials, one-factor exponential transverse heterogeneity, coupled stationary 

thermomechanical deformation, basic homogeneous solutions, analytical representations, semi-inverse method. 
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